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 ١ 

 فصل پنجم
 انتگرال نامعين

 
 

  ضد مشتق و انتگرال نامعين ١.   ٥
 : از فصل چهارم مسأله زير را مورد بررسي قرار داديم٢در بخش 

 
) تابع :تعريف )xF تابع )ضد مشتق(تابع اوليه  را يك ( )xf بر بازه [ ]ba,ناميم در   مي
) از اين بازه داشته باشيم xرتي كه به ازاي هر صو ) ( )xfxF =′ . 

 به علاوه 
 

) اگر :١قضيه  )xF1 و ( )xF2تابع  تابع اوليه تابع مفروضو د ( )xf بر بازه Iآنگاه  باشند ،
  وجود دارد به طوري كه Cها تنها در يك عدد ثابت است، يعني، عدد ثابتي مانند  اختلاف آن

.( ) ( ) CxFxF += 12 
 . در فصل چهارم مراجعه نمائيد١٤ به قضيه .اثبات

 
)شود كه اگر براي تابع مفروض  از قضيه بالا نتيجه مي )xf تنها يك تابع اوليه ( )xF را بتوانيم پيدا 

)كنيم، آنگاه هر تابع اوليه ديگر به شكل  ) CxF در حقيقت . ، استC، به ازاي يك مقدار ثابت +
 . ايم با يافتن يك تابع اوليه ما تمامي توابع اوليه را يافته

 

)  اگر:تعريف )xF يك تابع اوليه ( )xf باشد، آنگاه عبارت ( ) CxF  مقدار C را، كه در آن +
) تابع انتگرال نامعينثابت دلخواهي است،  )xf ناميده و آن را با علامت ( )dxxf∫ نمايش 

 . دهند مي
)لذا، بنابر تعريف، اگر  ) ( )xfxF  ، آنگاه ′=

( ) ( ) .CxFdxxf +=∫ 
)در اينجا،  )xf تابع زير علامت انتگرال ،( )dxxf عبارت زير علامت  (گيري عنصر انتگرال
 اي از توابع خانوادهبنابراين يك انتگرال نامعين . شود  ناميده ميتگرالعلامت ان ∫و ) انتگرال
)مانند  ) CxFy  . است=+
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 ٢ 

ها است كه هر كدام از آنها با انتقال  اي از منحني از نقطه نظر هندسي، يك انتگرال نامعين خانواده
 زيردر شكل . آيد ه طرف بالا يا پايين، بدست ميها، ب Yها در امتداد محور  يكي از منحني

∫ += Cxdxx 3y و منحني 323 x C= 0,0 به ازاي سه مقدار + =>′= CCC 0 و<′′= CC 
 .رسم شده است

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ١ . ٥شکل 
 

هر تابعي مانند ) ين انتگرال نامعينو بنابرا(شود كه آيا توابع اوليه  اكنون اين پرسش مطرح مي
( )xf وجود دارد؟ جواب منفي است و توابعي به شكل  

( ) ( )2 21 sin, 1 sin 1 , 0 , ,
x cos x xk x k e

lnx x x
α

α− < < 
 .هايي از اين دسته توابع هستند نمونه

 

 ) انتگرال نامعين (هاي تابع اوليه برخي از ويژگي
 :شود كه از روي تعريف انتگرال نامعين ديده مي

) مشتق يك انتگرال نامعين برابر است با تابع زير علامت انتگرال، يعني، اگر (1) ) ( )xfxF   آنگاه ′=

.( )( ) ( )( ) ( )xfCxFdxxf =′+=
′

∫ 
 .تساوي بالا بدين معني است كه مشتق هر تابع اوليه برابر با تابع زير علامت انتگرال است

 ديفرانسيل يك انتگرال نامعين مساوي با عبارت زير علامت انتگرال است، يعني (2)
( )( ) ( ) .dxxfdxxfd =∫ 

)                زيرا )( ) ( )( ) ( )( ) ( )dxxfdxCxFdxdxxfdxxfd =′+=
′

= ∫∫. 

 ني  انتگرال نامعين ديفرانسيل يك تابع مساوي است با اين تابع به  اضافه يك مقدار ثابت، يع(3)
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 ٣ 

( )( ) ( ) .d F x F x C= +∫ 

)زيرا  )( ) ( )dxxFxFd   و لذا =′

( )( ) ( ) ( ) .CxFdxxFxFd +=′= ∫∫ 

 شان است، يعني ي ها انتگرال نامعين حاصلجمع دو تابع مساوي با حاصلجمع انتگرال:٢قضيه 

(1)           .( ) ( )( ) ( ) ( )dxxfdxxfdxxfxf ∫ ∫∫ +=+ 2121 

 داريم . كنيم ي فوق، مشتق دو طرف اين تساوي را محاسبه مي براي اثبات تساو.اثبات 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )xfxfdxxfxf 2121 +=
′

+∫ 

 و 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )

1 2 1 2

1 2 .

f x dx f x dx f x dx f x dx

f x f x

′ ′ ′
+ = +

= +

∫ ∫ ∫ ∫ 

ها فقط در يك عدد   با هم برابر هستند و لذا اختلاف آن(1)هاي دو طرف تساوي  بنابراين مشتق
 .داريم (1)وي اين همان دركي است كه ما از تسا. ثابت است

 عدد ثابتي باشد، αيعني، اگر  توان از علامت انتگرال بيرون آورد،  عامل ثابت را مي:٣ قضيه 
 آنگاه 

(2)                   .( ) ( )∫ ∫= dxxfdxxf αα 

 :گيريم  مشتق مي(2)از دو طرف تساوي . اثبات

( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ).

f x dx f x

f x dx f x dx f x

α α

α α α

′
=

′ ′
= =

∫

∫ ∫
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 ٤ 

ها تنها در يك عدد ثابت  هاي طرف راست و طرف چپ مساوي هستند، بنابراين اختلاف آن مشتق
 .است

 :كنيم توجه به قوانين زير سودمند خواهد بود هاي نامعين را محاسبه مي  وقتي انتگرال

( )I    اگر( ) ( ) CxFdxxf   آنگاه ∫=+

(3)                 ( ) ( )∫ += .1 CaxF
a

dxaxf 

 :آوريم  بدست مي(3)گيري از طرفين  در حقيقت با مشتق

                                       ( )( ) ( )f ax dx f ax
′

=∫ 

)                   و  ) ( )( ) ( ) ( )1 1 .
ax

F ax F ax a F ax f ax
a a

′ ′  ′= × = = 
 

 

 . خواستيم ثابت كنيم هاي دو طرف راست و چپ مساوي هستند و اين همان است كه مي مشتق

( )II اگر ( ) ( ) CxFdxxf    آنگاه∫=+

(4)           ( ) ( ) .CbxFdxbxf ++=+∫ 

(5)     ( ) ( ) .1 CbaxF
a

dxbaxf ++=+∫ 

 .گيري از طرفين هر كدام ثابت نمود توان با مشتق  را مي(5) و (4)هاي  درستي تساوي

 : انتگرالهاي زير را محاسبه نماييد:١مثال 

(1) ( )∫ +− dxxxx 5sin32 3  (2) ∫ 







++ dxxx

xx
4

3 2
13 

(3)7cos x dx∫   (4) ( )∫ − dxx 62sin. 

)                            (1).حل )∫ ∫ ∫ ∫+−=+− dxxdxxdxxdxxxx 5sin325sin32 33 

                                                   ∫ ∫∫ +−= dxxdxdxx 2
1

3 5sin32 
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 ٥ 

      ( )
1 13 1 2

41 102 3 5 3 .13 1 2 31
2

x xcos x C x cos x x x C
++

= − − + + = + + +
+ +

 

(2)                              
1 1 5

4 3 2 4
3

3 1 13
22

x x dx x dx x dx x dx
x x

− − 
+ + = + + 

 
∫ ∫ ∫ ∫ 

 
1 1 51 1 1
3 2 4

3 2 2 41 9 43 .1 1 52 2 91 1 1
3 2 4

x x x C x x x x C
− + − + +

= + + + = + + +
− + − + +

 

(3)                                                                               .17 sin 7
7

cos xd x C= +∫ 

(4)                                                          . ( ) ( )1sin 2 6 2 6
2

x dx cos x C− = − − +∫ 

 

پذير از   تابعي مشتقg فرض كنيم ):قاعده زنجيري براي تابع اوليه (٤قضيه 
xبوده و حوزه مقادير gاي مانند   بازهIفرض كنيم .  باشدf تابعي باشد كه بر I تعريف شده 

 .  باشدI بر f يك تابع اوليه Fاست و اين كه 

)دراين صورت اگر  )xgu )، آنگاه = )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )∫∫ +=+==′ CxgFCuFduufdxxgxgf 

) چون .اثبات )xgu ه ج است، نتيI بر f يك تابع اوليه F؛ و چون   استI در بازه u پس=

)                گيريم كه مي ) ( ) ( ) ( ) ( )uf
du

udFuFCuFduuf ==′+=∫ ,. 

)همچنين  )( ) ( )
dx

udF
dx

xgdF
 آوريم دن قاعده زنجيري براي مشتق بدست مي با بكار بر. =

( )( ) ( ) .
dF g x dF u du

dx du dx
)، و لذا = )( ) ( )

dx
duuf

dx
xgdF )چون . =. )xgu خواهيم داشت  ، =

( )( ) ( )( ) ( ).
dF g x

f g x g x
dx

 گيريم  كه از آن نتيجه مي=′

( )( ) ( ) ( )( ) .. CxgFdxxgxgf +=′∫ 
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 ٦ 

 بالاخره با استفاده از آنچه كه گفته شد

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )f g x g x dx f u du F u C F g x C′ = = + = +∫ ∫ 

 . خواستيم ثابت كنيم  و اين همان است كه مي

در اين صورت اگر . پذير باشد  تابعي مشتقg با استفاده از قضيه بالا، فرض كنيم كه :نتيجه
( )xgu  ، آنگاه =

( ) ( ) ( ) 1
1

1 1

nn
n n g xug x g x dx u du C C

n n

+
+   ′ = = + = +   + +∫ ∫ 

 .n≠−1كه در آن 

 : شوند هاي زير بسادگي محاسبه مي  انتگرال:٢ال مث

(1)                                    ( ) ( ) ( )92
8 82 2

5 31 15 3 5 3 6 . .
6 6 9

t
t t dt t tdt C

+
+ = + = +∫ ∫ 

(2)                                                   ( ) ( )dxxxdxxx ∫∫ −−
−

=− 25
1

35 32 1247
12

147 

                                          ( ) .47
72

5
5
6

3 Cx +−
−

= 

(3)                              ( ) ( )
3

3 4 3 4 4 21 1 25 4 5 . 5
4 4 3

x x dx x x dx x C+ = + = + +∫ ∫ 

                                      ( ) .5
6
1 34 Cx +++= 

(4)                                ( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 3 31 13 sin .
3 3

x cos x dx x cos x dx x C= = +∫ ∫ 

 

 

 

PDF created with FinePrint pdfFactory Pro trial version http://www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


 ١حساب و دیفرانسیل و انتگرال
 دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین 

 کاربردهای مشتق و پیوستگی :٤فصل 
 

 ٧ 

 

 

 ها  جدول انتگرال
دهيم كه انتگرال  گيري بپردازيم، جدول زير را ارائه مي قبل از آنكه  به بيان روشهاي انتگرال

ها اگر از طرف راست  براي اطمينان از درستي هر يك از فرمول. دهد ترين توابع را بدست مي ساده
لامت انتگرال در طرف چپ آن تساوي بدست  مشتق بگيريم تابع زير عxهر تساوي نسبت به 

 .خواهد آمد

.1 ( )1
1

.
1

−≠+
+

=
+

∫ nC
n
xdxx

n
n) هاي بعدي،  در اينجا و در فرمولCثابت دلخواهي است (. 

.2 . sin cosx dx x C= − +∫                .3. sincos x dx x C= +∫ 

.4 Cx
x

dx
+=∫ ln.                 .5 2. dx tgx C

cos x
= +∫ 

.6 2.
sin

dx cotg x C
x

= − +∫               .7. lntg x dx cos x C= − +∫ 

.8. ln sincotg x dx x C= +∫              .9 ∫ += Cedxe xx. 

.10C
a

adxa
x

x +=∫ ln
.                       .11 ∫ +=

+
Ctgxarc

x
dx

21
. 

.122 2

1. dx xarctg C
a x a a

= +
+∫            .13C

xa
xa

axa
dx

+
−
+

=
−∫ ln

2
1. 22 

.14Cxarc
x

dx
+=

−∫ sin
1

.
2

              .15
2 2

. sindx xarc C
aa x

= +
−

∫ 

.162 2

2 2
. lndx x x a C

x a
= + ± +

±
∫  

)                                             داريم 7براي فرمول  ) sinln xcos x tg x
cos x

′ −
− = − = 
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 ٨ 

.،        در نتيجه lntg x dx cos x C= − +∫ 

 

 

  داريم 13براي فرمول 

                                                            
1 1ln ln ln
2 2

a x a x a x
a a x a

′
 +  ′=  + − −    − 

 

                              22
111

2
1

xaxaxaa −
=





−
+

+
= 

 ،           بنابراين

                                                          .ln
2
1

22 C
xa
xa

axa
dx

+
−
+

=
−∫ 

  داريم 16براي فرمول 

222222

22 111ln
axax

x
axx

axx
±

=














±
+

±+
=

′





 ±+ 

 بنابراين، 

∫ +±+=
±

.ln 22
22

Caxx
ax

dx 

 

 گيري  هاي انتگرال روش
سعي ما بر اين است كه، تا حد امكان . دهيم گيري را ارائه مي هاي مختلف انتگرال در اين بخش روش

ترين صورت هر روش بيان گردد، فايده اين مطلب در آن است كه در مواجه شدن با هر مسأله  كلي
توانند نتيجه مطلوب را  ها بهتر مي ا را، مبني بر اينكه كدام روش يا روشانتگرال نامعين تشخيص م
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 ٩ 

هاي مختلفي آورده خواهد  پس از بحث كلي در مورد هر روش، مثال. سازد بدست دهند، آسانتر مي
 .شد

 

  روش تغيير متغير ٢.  ٥
 فرض كنيم كه هدف ما يافتن انتگرال نامعين 

( ) ;dxxf∫ 

)توانيم مستقيماً تابع اوليه   عين حالي كه نميباشد و در )xfدانيم اين تابع   را پيدا كنيم اما مي
 متغير عبارت زير علامت انتگرال را، با قرار دادن . اوليه وجود دارد

(1)              ( )tx ϕ= 

)كنيم كه در آن  عوض مي )tϕ در اين .  استوارونو داراي تابع ) با مشتق پيوسته( تابعي پيوسته
)صورت  )dx t dtϕ′=  ،ثابت خواهيم كرد كه در اين حالت معادله زير را داريم: 

(2)       .( ) ( )[ ] ( )dtttfdxxf ϕϕ ′= ∫∫ 

مقدار آن را بر حسب  tگيري، در سمت راست، بجاي  از انتگرالدر اينجا فرض بر اين است كه بعد 
x دهيم  قرار مي(1) با استفاده از . 

 هاي آن هاي راست و چپ يكسان هستند، لازم است نشان دهيم كه مشتق براي اثبات اين كه عبارت
 :كنيم مشتق طرف چپ را پيدا مي.  با هم مساوي هستندxدو نسبت به 

.( )( ) ( )
x

f x dx f x
′

=∫ 

.  استه متغير واسطtگيريم، كه در آن   مشتق ميx به عنوان تابعي مركب از (2)از طرف راست 

) داده شده است، در اينجا (1) بوسيله x به tبستگي  )dx t
dt

ϕ′=گيري تابع   و بنابر قاعده مشتق
 ، وارون

.
( )
1dt

dx tϕ
=

′
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 ١٠ 

)                                    لذا داريم  ) ( )( ) ( ) ( )( )
x t

dtf t t dt f t t dt
dx

ϕ ϕ ϕ ϕ
′ ′

′ ′=      ∫ ∫ 

.( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( )xftf
t

ttf ==
′

′= ϕ
ϕ

ϕϕ 1. 

 با هم مساوي هستند و اين همان x نسبت به (2)هاي راست و چپ  هاي طرف بنابراين مشتق
 .خواستيم است كه مي

)تابع  )tx ϕ= (2)طرف راست  بايستي طوري انتخاب شود كه محاسبه انتگرال نامعين در 
 .امكانپذير باشد

)گيري، گاهي بهتر است كه تغيير متغير را به شكل   در هنگام انتگرال:نكته )xt ψ= و نه 
( )tx ϕ=به عنوان توضيح، فرض كنيم محاسبه انتگرالي به صورت .  انتخاب كنيم 

( )
( )∫

′
x
dxx

ψ
ψ 

)در اينجا مناسب است كه قرار دهيم . مورد نظر باشد ) tx =ψ و در اين صورت ( ) dtdxx =′ψ. 
 بنابراين داريم 

( )
( ) ( )ln ln .
x dx dt t C x C

x t
ψ

ψ
ψ
′

= = + = +∫ ∫ 

 .هاي زير توجه نمائيد به مثال

sin: ٣مثال  cos ( )x x dx i∫  ( )∫ +
ii

x
dxx

41
  ( ) ( )iii

x
dxx∫ 3ln 

                ( )sec x dx iv∫      ( )2 22sin 3
dx v

x cos x+∫ 

) .حل )i تغيير متغير xt sin=داريم . دهيم  ميdt cos x dx=و در نتيجه ،  

3
1 32
2 22sin 2 sin .

3 3
tx cos x dx t dt t dt C x C= = = + = +∫ ∫ ∫ 
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 ١١ 

( )ii 2دهيم  قرار ميxt dxxdt در اين صورت =   و =2

2
4 2

1 1 1 .
1 2 1 2 2
xdx dt arc tg t C arc tg x C

x t
= = + = +

+ +∫ ∫ 

( )iiiدهيم قرار مي  xt ln= ؛ در اين صورت
x

dxdt   و =

( ) ( ) .ln
4
1

4
ln 4

4
33 CxCtdtt

x
dxx +=+==∫ ∫ 

( )ivتوان نوشت  ي م 

.
2sec sec secsec sec .

sec sec
x tg x x tg x xx x
x tg x x tg x

+ +
= =

+ +
 

secuپس با انتخاب . شود كه صورت آخرين كسر مشتق مخرجش است ديده مي x tg x= + 
)آوريم  بدست مي )2sec secdu x tg x x dx=   و بنابراين +

2sec secsec ln ln sec .
sec
x tg x x dux dx dx u C x tgx C

x tg x u
+

= = = + = + +
+∫ ∫ ∫ 

( )v2نتگرال را بر ابتدا صورت و مخرج تابع زير علامت اcos xكنيم  تقسيم مي: 

2

2 2 22sin 3 2 3

dx
dx cos x

x cos x tg x
=

+ +∫ ∫ 

xtgtو سپس در انتگرال بدست آمده تغيير متغير  2لذا . دهيم  مي=

dxdt
cos x

 و انتگرال به =

 : آيد صورت زير در مي

2

2 2
2

1
32 3 2 3 2
2

dx
dt dtcos x

tg x t t
= =

+ + +
∫ ∫ ∫ 

1 1 1 3. .
2 23 3 6

2 2

tarc tg C arc tg tg x C

 
   
 = + = +      
 
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 ١٢ 

 

 

): ٤مثال  )idx
x
x

x∫ −
+

− 1
1ln

1
1

2  ( )ii
e

dx
x∫ +1

 

   ( )
( )

( )iii

x
xtgarcxx

dxx
∫ +

++

−
113

1
2

24

2

  ( )ivdx
x

xa
∫

−
4

22

 

   ( )v
( )∫ − 25 1cos xxarc

dx. 

) .حل )i تغيير متغير 
x
xt

−
+

=
1
1lnم داري. گيريم  را در نظر مي( ) ( )xxt −−+= 1ln1ln و لذا  

.2

1 1 2
1 1 1

dxdt dx
x x x

− = − = + − − 
 

 بنابراين 

.
1
1ln

4
1

4
1

2
1

1
1ln

1
1 2

2
2 C

x
xCtdttdx

x
x

x
+








−
+

=+==
−
+

− ∫∫ 

( )ii تغيير متغير tex  گيريم كه   داده و نتيجه مي1+=

.( )1 , ln 1 ,
1

x dte t x t dx
t

= − = − =
−

 

 با جايگذاري در انتگرال داريم 

( ) Cttdt
tttt

dt
e

dx
x +−−=






 −

−
=

−
=

+ ∫∫∫ ln1ln1
1

1
11

 

( ) .1ln Cex x ++−= 
( )iiiنويسيم  انتگرال را به صورت زير مي: 

.( )
( )

2 2

2 2
4 2

111
1 1 13 1 1

dxx dx xI
xx x arc tg x arc tg xx x x

 − −  = =
+     + + + + +    

     

∫ ∫ 

tتغيير متغير 
x

x =+
dtdxآوريم   را در نظر گرفته و بدست مي1

x
=






 − 2

  كه از آنجا 11

.( )∫ +
=

ttgarct
dtI

12 
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 ١٣ 

uttgarcمجدداً تغيير متغير  duدر اين صورت . گيريم  را در نظر مي=
t

dt
=

  و 12+

 
1ln ln ln .duI u C arc tgt C arc tg x C

u x
 = = + = + = + + 
 ∫ 

( )iv تغيير متغير 
t

x 1
2tآوريم   را در نظر گرفته و بدست مي=

dtdx  بنابراين . =−

2
2 2 2

2 2
4

2
4

1

1 .
1

aa x tI dx dt t a t dt
x t

t

−−
= = − = − −

 
 
 

∫ ∫ ∫ 

zta: دهيم بار ديگر تغيير متغير مي 22در اين صورت ،122−= 2a td t z dz=و 

( )
3

2 2 2
2 3

2 2 2 3

1 1 .
3 3

a x
I z dz z C C

a a a x
−−

= = − + = − +∫ 

( )v تغيير متغير arc cos x t=دهيم و داريم   مي
21

dx dt
x

= −
−

  پس.

( ) ( )
4

455 2

1 1 .
4 41

dx dtI t C C
t arc cos xarc cos x x

−= = − = + = +
−

∫ ∫ 

 

  جزء به جزء روش٣.  ٥
 از υuدر اين صورت ديفرانسيل حاصلضرب .  باشندxپذير از  توابعي ديفرانسيلυ و uفرض كنيم 

 :گردد فرمول زير محاسبه مي
           ( ) duudud υυυ += 

 گيري، داريم   با انتگرال جا،كه از آن
           ∫ ∫+= duduu υυυ 

 يا 
(1)       .∫ ∫−= duudu υυυ 

گيري  بيشترين كاربرد آن در انتگرال.  معروف استگيري جزء به جزء انتگرالاين فرمول به دستور 
ud حاصلضربي از دو عامل ها را به شكل توان آن هايي است كه مي عبارت ,υ نمايش داد به طريقي 

∫، و محاسبه انتگرال υd از روي ديفرانسيل آن υكه پيدا نمودن تابع  duυ ،هر دو با هم ،
∫تر از محاسبه مستقيم  اي ساده مسأله υudيابي به توانايي تجزيه درست عنصر  براي دست.  باشد
هاي زير  به مثال.  بايستي به تعداد كافي مسأله حل نمودdυو uهاي  گيري به عامل انتگرال
 . پردازيم مي
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 ١٤ 

 

): ٥مثال  )idxxx∫ sin  ( )∫ iidxxtgarc 

( )∫ iiidxex x2    ( )ivdxxa∫ − 22  
( )1 cosxI e x dx vα β= ∫  ( )vidxxeI x βα sin2 ∫= 

( ) ( )viidxexxI x∫ −+−= 522. 

). حل )i فرض كنيم u x=و sind x dxυ cos, در اين صورت ،= x du dxυ = −  نابراين ب. =
sin cos sin .x x dx x cos x cos xdx x x x C= − + = − + +∫ ∫ 

 
( )ii با فرض ,d dx u arc tg xυ = 21 داريم = x

dxdu
+

 لذا . x=υ و =

( ) .1ln
2
1

1
2

2 Cxxtgarcx
x

dxxxtgarcxdxxtgarc ++−=
+

−=∫ ∫ 
 

( )iii 2 فرض كنيم, xudxed x ==υ ؛ بنابراينdxxduex 2, ==υ ، 
∫ ∫−= .222 dxxeexdxex xxx 

xudxedفرض كنيم . كنيم مجدداً از روش جزء به جزء براي آخرين انتگرال استفاده مي x == 11 ,υ ،
dxduexدر اين صورت  == 11 ,υ . لذا 

∫ ∫ +−=−= .1Cexedxexedxxe xxxxx 
 آوريم  بالاخره بدست مي

( ) ( ) .222 2
1

22 CxxeCexeexdxex xxxxx ++−=+−−=∫ 
 

( )iv  22با ضرب صورت و مخرج تابع زير علامت انتگرال در xa  : داريم−

∫ ∫ ∫∫ −
−

−
=

−

−
=−=

22

2

22
2

22

22
22

xa
dxx

xa
dxadx

xa
xadxxaI 

                                 .sin
22

2 ∫ −
−=

xa
xdxx

a
xarca 

dxduxuفرض كنيم. نماييم آخرين انتگرال را به روش جزء به جزء محاسبه مي == , 

., 22
22

xa
xa

xdxd −−=
−

= υυ  .براين  بنا 

.2222
2222

2

dxxaxax
xa

xdxx
xa

dxx
∫∫ ∫ −+−−=

−
=

−
 

 با قرار دادن اين نتيجه در عبارت بدست آمده براي انتگرال مفروض، داريم
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 ١٥ 

∫∫ −−−+=−= dxxaxax
a
xarcadxxaI 2222222 sin 

 يا 
222 sin2 xax

a
xarcaI −+= 

 آوريم  و با توجه به تعريف انتگرال نامعين بالاخره بدست مي

.
2

sin
2

22
2

22 Cxax
a
xarcadxxaI +−+=−= ∫ 

 
 

( )vآوريم   با استفاده از روش جزء به جزء بدست مي 
dxedueu xx αα α== , 

1cos , sind xd x xυ β υ β
β

= = 

 و لذا 
1 sin sin .x x xe cos x dx e x e x dxα α ααβ β β
β β

= −∫ ∫ 

 :مجددا روش جزء به جزء را برای آخرين انتگرال بکار می بريم
dxedueu xx αα α== , 

1sin , cos .d xdx xυ β υ β
β
−

= = 

 با قرار دادن عبارت بدست آمده در معادله قبلي خواهيم داشت 
2

2 2

1 sin .x x x xe cos x dx e x e cos x e cos x dxα α α αα αβ β β β
β β β

= + −∫ ∫ 

 كنيم   پيدا مي1Iاز اين معادله 
2 2

2 2 2

11 sin 1x xe cos x dx e x cos x Cα αα α αβ β β
β β β β

    
+ = + + +    

    
∫ 

 كه از آنجا 
( )

1 2 2

sin
.

x
x e x cos x

I e cos x dx C
α

α β β α β
β

α β
+

= = +
+∫ 

 
( )viآوريم   به طريق مشابه بدست مي 

( )
2 2 2

sin
sin .

x
x e x cos x

I e xdx C
α

α α β β β
β

α β
−

= = +
+∫ 
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 ١٦ 

( )vii 2 فرض كنيم, 2 5xd e dx u x xυ −= = −  از آنجا  كه+
.( )dxxdue x 22, −=−= −υ 

 لذا 
( ) ( ) ( )∫∫ −−− −++−−=+−= .125252 22 dxexxxedxexxI xxx 

 دهيم قرار مي. بريم مجدداً روش جزء به جزء را براي آخرين انتگرال بكار مي
1 , xu x d e dxυ −= − = 

        كه از آنجا 
xedxdu −−== υ, 

  و لذا
( ) ( )1 2 1 2 1 2 2 .x x x xI x e dx e x e dx xe C− − − −= − = − − + = − +∫ ∫ 

 آوريم كه  بالاخره بدست مي
( ) ( ) .5252 22 CxeCxexxeI xxx ++−=+−+−−= −−− 

 

)از مثال   ای  به عنوان نتيجه:نكته )viiهايي به شكل   در بالا، براي محاسبه انتگرال
( ) axP x e dx∫ كه در آن ( )xPاي است، جواب انتگرال را به صورت   يك چند جمله( ) axexQ 

)گيريم كه در آن  مي )xQاي هم درجه با   يك چند جمله( )xP و با ضرايب مجهول است، يعني  
.( ) ( )∫ += CexQdxexP axax 

 
ي قوا مشتق گرفته و ضرايب xوي بالا نسبت به  براي يافتن ضرايب مجهول از دو طرف تسا

بدين ترتيب يك دستگاه از معادلات . دهيم  در دو طرف را مساوي يكديگر قرار ميxمتناظر از 
اين مطلب . شوند آوريم كه با حل آن ضرايب مجهول پيدا مي خطي براي ضرايب مجهول بدست مي

 .ثال زير توضيح داده شده استدر م
 

) مطلوبست محاسبه انتگرال :٦مثال  )3 23 17 xI x e dx= −∫. 

 دهيم   قرار مي.حل
( ) ( )∫ ++++=− .173 22323 CeEDxBxAxdxex xx 

 آوريم  هاي راست و چپ، بدست مي گيري از طرف با مشتق
( ) ( ) ( )3 2 3 2 2 2 23 17 2 3 2 .x x xx e Ax Bx Dx E e e A x Bx D− = + + + + + + 

 ، داريم xe2با حذف 
( ) ( ) ( ).222322173 233 DExBDxABAxx ++++++=− 
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 ١٧ 

 دهيم  در طرفين اتحاد بالا را مساوي يكديگر قرار ميxضرايب قواي متناظر از 
3 2 ; 0 2 3A B A= = + 

0 2 2 ; 17 2 .D B E D= + − = + 
 با حل دستگاه خواهيم داشت 

.
8

77;
4
9;

4
9;

2
3

−==−== EDBA 
 بنابراين 

( )3 2 3 2 23 9 9 773 17 .
2 4 4 8

x xx e dx x x x e C − = − + − + 
 ∫ 

 

هايي به  توان براي انتگرال  معروف است، ميروش ضرايب نامعينكه به  روش بالا را، :تبصره
 شكل 

( )P x cos ax dx∫ و( )sinP x ax dx∫ 
 .نيز بكار برد

 

گيري جزء به جزء را به  ها مجبور هستيم روش انتگرال  در محاسبه تعدادي از انتگرال:توجه
فرمول تعميم تر با استفاده  وان سريعتر و به شكلي خلاصهت نتيجه را مي. دفعات متوالي بكار بريم
 : بدست آوردگيري جزء به جزء يافته براي انتگرال

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ −′′+′−= ...321 xxuxxuxxudxxxu υυυυ 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1... 1 1n nn n

n nu x u x x dxυ υ− −+ − + − ∫ 
 كه در آن 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1; ;...; .n nx x dx x x dx x x dxυ υ υ υ υ υ −= = =∫ ∫ ∫ 
شوند وجود  هر ميها كه در اين فرمول ظا كنيم كه كليه مشتقات و انتگرال در اينجا، البته، فرض مي

 .داشته باشند
گيري جزء به جزء به ويژه سودمند است وقتي كه  استفاده از فرمول تعميم يافته براي انتگرال

)انتگرال  ) ( )∫ dxxxPn ϕكنيم كه در آن   را محاسبه مي( )xPnاي درجه   يك چند جملهnو  بوده 
)عامل  )xϕ1توان   به طريقي است كه مي+nبه عنوان مثال، .  بار متوالي از آن انتگرال گرفت 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =+−++′−= +∫ C
k
exP

k
exP

k
exPdxexP n

kx
n

n
n

kx

n

kx

n
kx

n 12 1... 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1

11 ... .
n

nnkx
n nn

P x
e P x P x C

k k k +

 −
′= − + + + 

  
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 ١٨ 

 

هاي زير را    انتگرال انتگرال گيری جزء به جزء ، با استفاده از فرمول تعميم يافته براي:٧مثال 
 :پيدا كنيد

( ) ( )3 22 3 1 2x x x cox x dx a− + −∫، 
( ) ( )3 22 3 8 1 2 6x x x x dx b+ − + +∫. 

). حل )a داريم  

( ) ( ) ( )3 2 3 2 2sin 2 22 3 1 2 2 3 1 3 4 3
2 4

x cos xx x x cos x dx x x x x x  − + − = − + − − − + − 
 ∫

 

                                    ( ) sin 2 cos 26 4 6
8 16

x xx C + − − − + 
 

 

          ( ) ( )3 2 2sin 2 2 4 3 6 8 3 .
4 8

x cos xx x x x x C= − + + − + + 
( )b داريم  

( )∫ =++−+ dxxxxx 621862 23 

( ) ( ) ( ) ( )
3 5
2 2

3 2 22 6 2 6
2 3 8 1 6 6 8

3 3.5
x x

x x x x x
+ +

= + − + − + − + 

                          ( ) ( ) ( )
=+

+
−

+
++ Cxxx

9.7.5.3
6212

7.5.3
62612

2
9

2
7

 

                ( )( ) .897399457062
9.7.5

62 23 Cxxxxx
++−−+

+ 
 

 هاي درجه دوم  بع شامل سه جملهوا انتگرال بعضي ت٤ . ٥
I .گيريم انتگرال زير را در نظر مي: 

1 2 .dxI
ax bx c

=
+ +∫ 

 :دهيم اي مخرج را به صورت حاصلجمع يا تفاصل دو مربع نمايش مي ابتدا سه جمله
2 2

2 2 2 2
2 2 2

b c b b c bax bx c a x x a x x
a a a a a a

      + + = + + = + + + −            
 












±






 +=




















−+






 += 2

2

2

22

242
k

a
bxa

a
b

a
c

a
bxa 
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 ١٩ 

كه در آن 
2

2
24

c b k
a a

− = ±. 
بستگي به اين دارد كه عبارت طرف چپ مثبت يا منفي باشد، يعني،  علامت به اضافه يا منها

cbxaxاي  ه جملههاي س ريشه 042توجه كنيد كه .  مختلط يا حقيقي باشند2++ ≠−=∆ acb 
)شود زيرا در غير اين صورت  فرض مي )22 α−=++ xacbxax) αو انتگرال به )  ريشه مضاعف

 .سادگي قابل محاسبه است
 : شكل زير را خواهد داشت1Iبنابراين، انتگرال 

.∫ ∫











±






 +

=
++

=
2

221

2

1

k
a

bx

dx
acbxax

dxI 

tدر اين انتگرال تغيير متغير 
a

bxdtdx =+=
2

 آوريم   داده و بدست مي,

∫ ±
= 221

1
kt

dt
a

I 

 . ندها هست  در جدول انتگرال13 و 12هاي  ها انتگرال اما اين
 

 : مطلوبست محاسبه انتگرال زير:٨مثال 

.∫ ++
=

2082 2 xx
dxI 

  داريم .حل

∫ ∫ ++
=

++
=

1042
1

2082 22 xx
dx

xx
dxI 

 

      .
( )22

1 1
2 4 4 10 4 2 2 6

dx dx
x x x

= =
+ + + − + +∫ ∫ 

txdtdxتغيير متغير  =+=  دهيم و داريم   مي,2

.
6
2

62
1

66
1

2
1

62
1

2 CxtgarcCttgarc
t

dtI +
+

=+=
+

= ∫ 

 
II.  گيريم يتر زير را در نظر ميانتگرالي به شكل كل: 

2 2 .Ax BI dx
ax bx c

+
=

+ +∫ 

 :كنيم به نوعي مشتق مخرج كسر در صورت ظاهر شود سعي مي
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 ٢٠ 

.
( )

∫ ∫ ++







 −++

=
++

+
= dx

cbxax
a

AbBbax
a

A

dx
cbxax

BAxI 222
2

2
2 

 دهيم انتگرال طرف راست را به صورت حاصلجمع دو انتگرال نمايش مي

.∫ ∫ ++






 −+

++
+

=
cbxax

dx
a

AbBdx
cbxax

bax
a

AI 222 2
2

2
 

در اولين انتگرال تغيير متغير .  است كه قبلاً محاسبه گرديد1Iدومين انتگرال در تساوي بالا همان 
( )2 , 2ax bx c t ax b dx dt+ + = + = 

 آوريم  داده و بدست مي
( ) .lnln2 2

2 CcbxaxCt
t
dt

cbxax
dxbax

+++=+==
++

+
∫∫ 

 بالاخره خواهيم داشت 

.
2

ln
2 1

2
2 I

a
AbBcbxax

a
AI 






 −+++= 

 

  مطلوبست محاسبه انتگرال :٩مثال 

.
52

3
2 dx

xx
xI ∫ −−

+
= 

 بردن روش بالا داريم  با بكار .حل

( )
∫∫ −−







 ++−

=
−−

+
= dx

xx

x
dx

xx
xI

52

2
2
1322

2
1

52
3

22 

                    ( )
∫ ∫ −−

+
−−

−
=

52
4

52
22

2
1

22 xx
dx

xx
dxx 

                 
( )∫ +−

+−−=
61

452ln
2
1

2
2

x
dxxx 

( )
( )

.
16
16ln

6
1252ln

2
1 2 C

x
xxx +

−+
−−

+−−= 

 
III.  گيريم  انتگرال زير را در نظر مي: 

.∫ ++
=

cbxax
dxI

23 

]، ديديم Iهمانطور كه در  ]222 ktacbxax  گيريم؛ دو حالت در نظر مي. ++=±
222                                                   آنگاه a<0اولاً اگر  ktacbxax ±=++ 
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 ٢١ 

∫و  ± 22 kt
dt 0ثانياً اگر . ها آمده است ول انتگرال جد16در شماره<a آنگاه  

22222 tkatkacbxax −−=−±−=++ 
22توجه كنيد كه در ( tk و )  عبارت زير راديكال همواره منفي است و از بحث ما خارج است−−

∫ − 22 tk
dt ها آمده است نتگرال جدول ا15 در شماره . 

 
 
 

IV . گيريم انتگرالي به شكل زير را در نظر مي: 

∫ ++

+
= .

24 dx
cbxax

BAxI 

  انجام داديم؛ IIمشابه آنچه در 

( )
dx

cbxax
a

AbBbax
a

A

dx
cbxax

BAxI ∫∫ ++







 −++

=
++

+
=

224
2

2
2 

.∫∫ ++






 −+

++

+
=

cbxax
dx

a
AbBdx

cbxax
bax

a
A

22 2
2

2
 

)با استفاده از تغيير متغير  ) tcbxaxdtdxbax =++=+  در اولين انتگرال طرف راست 2,2
 آوريم  تساوي بالا بدست مي

( ) .22 2
2

CcbxaxC
t

dt
cbxax

dxbax
+++=+=

++

+
∫ ∫ 

 . استIIIدومين انتگرال طرف راست تساوي بالا همان 
 

  مطلوبست محاسبه انتگرال :١٠مثال 

.
2

(5 3)
4 10

x dxI
x x

+
=

+ +
∫ 

 داريم . حل

( ) ( )
2 2

5 2 4 3 105 3 2
4 10 4 10

xxI dx dx
x x x x

+ + −+
= =

+ + + +
∫ ∫ 

    
( )2 2

5 2 4 7
2 4 10 2 6

x dxdx
x x x

+
= −

+ + + +
∫ ∫ 
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 ٢٢ 

( )225 4 0 7 ln 2 2 6 .x x x x C= + + − + + + + + 

 

)انتگرال  (1) :تبصره )
2

nP x
dx

ax bx c+ +
) را، كه در آن ∫ )nP xاي از درجه   يك چند جمله

nسيمنوي براي حل اين انتگرال تساوي زير را مي. گيريم  است، در نظر مي 
( ) ( ) 2

12 2

n
n

P x dx dxQ x ax bx c k
ax bx c ax bx c

−= + + +
+ + + +

∫ ∫ 

)كه در آن  )xQn  xاگر از دو طرف اين تساوي نسبت به .  استn−1اي از درجه   يك چند جمله−1
cbxaxمشتق گرفته و حاصل را در    كنيم اتحاد ضرب2++

( ) ( )( ) ( )( ) kbaxxQcbxaxxQxP nnn +++++′= −− 2
2
1

1
2

1 
 در دو طرف تساوي فوق يك xبا مساوي قرار دادن ضرايب قواي متناظر . آوريم را بدست مي

)اي   معادله خطي براي يافتن ضرايب مجهول چند جملهn+1دستگاه از  )xQn  پيدا k و عامل −1
 .كنيم مي

 

انتگرال  (2)
( )∫ ++− cbxaxxx

dx
m 2

1

براي حل اين انتگرال تغيير متغير . گيريم  را در نظر مي

t
xx 1

1 =− 
 .رسيم ايم مي دهيم و به انتگرالي مشابه آنچه كه در اين قسمت ديده مي

 

 :هاي زير را حل كنيد  انتگرال.١١مثال 

( )
3

2

( 1)
2 2

x x dxI i
x x

− −
=

+ +
∫    

( )
( )ii

xxx
dxI ∫ ++−−

=
321 2

 

( )
( )∫ +++

+
= iiidx

xxx
xI

331
23

2
 ( )∫ +−= ivdxxxI 344 2. 

). حل )i در اينجا ( ) 13 −−= xxxPn . بنابراين( ) 2
1nQ x Ax Bx D− = + + . 

 :نويسيم انتگرال را به صورت زير مي

.( ) ∫∫ ++
+++++=

++

−−
=

22
22

22
1

2
22

2

3

xx
dxkxxDBxAxdx

xx
xxI 

 آوريم تساوي، بدست ميگيري از اين  با مشتق
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 ٢٣ 

( )
3

2

2

1 2 2 2
2 2

x xI Ax B x x
x x

− −′ = = + + +
+ +

 

.  ( )2

2 2

1
2 2 2 2

x kAx Bx D
x x x x

+
+ + + +

+ + + +
 

222طرفين تساوي بالا را در  ++ xx کرده و بدست می آوريم ضرب 
.( )( ) ( )( ) kxDBxAxxxBAxxx ++++++++=−− 12221 223 

 آنگاه داريم ، ار دهيم  در دو طرف تساوي فوق را مساوي هم قرxاگر ضرايب قواي متناظر از 
04,12 =+++=+ ABABAA 

.12,142 −=++−=+++ kDBBDAB 

                         آوريم  بدست مي با حل دستگاه
2
1,

6
1,

6
5,

3
1

==−== kDBA. 
 بنابراين 

∫ ++
+++






 +−=

222
122

6
1

6
5

3
1

2
22

xx
dxxxxxI 

 كه در آن 

.
( )

Cxxx
x

dx
xx

dxI +++++=
++

=
++

= ∫∫ 221ln
1122

2
221 

 

( )ii با قرار دادن 
t

x 11 11آوريم   بدست مي−=
+=

t
x و dt

t
dx 2

1−
  در نتيجه، .=

( )∫ ∫
+






 ++






 +−

−=
++−−

3112111321 2

2

2

ttt

t
dt

xxx
dx 

                               
2

2
2 1 2 4 11 2 3

dt dt
tt

t t t

= − = −
−− − − + + +

∫ ∫ 

                                     Ctt
t

dt
+−+−=

−

−
= ∫ 2

1ln
2
1

4
12

1 2

2

 

.
( )

2 22 2 31 1 1 1 1ln ln
2 1 1 4 2 2 1

x xC C
x x x

+ − + +− − = + − + = + − − − 
 

 
( )iii داريم  
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 ٢٤ 

.( )
( ) ( )2 2 2

3 1 1
3

1 3 3 3 3 1 3 3

x dx dxI dx
x x x x x x x x

+ −
= = −

+ + + + + + + +
∫ ∫ ∫ 

 است و در دومين انتگرال تغيير متغير 1Iاولين انتگرال طرف راست از نوع 
t

x  :دهيم  مي+=11

2
2

2

33ln 3 3
2 1 1 1( 1) 3( 1) 3

dt
tI x x x

t t t

= + + + + +
− + − +

∫ 

                         ∫ ++
+++++=

1
33

2
3ln3

2
2

tt
dtxxx 

                               2 23 13ln 3 3 ln 1
2 2

x x x t t t C= + + + + + + + + + + 

.C
x

xx
x

xxx +
+

++
+

+
+++++=

1
33

2
1

1
1ln33

2
3ln3

2
2 

 
( )ivكنيم  انتگرال را به صورت زير تبديل مي. 

.( ) ∫∫ +−
++−+=

+−

+−
=

344
344

344
344

2
2

2

2

xx
dxkxxBAxdx

xx
xxI 

 آوريم بيان نموديم بدست مي (1)با استفاده از روشي كه در تبصره بالا

( )
=

+−
++−






 −= ∫

212
344

4
1

2
1

2
2

x
dxxxxI 

.Cxxxxxx ++−+−++−





 −= 34412ln

2
1344

4
1

2
1 22 

 

 گيري از كسرهاي منطق    انتگرال٥.  ٥
توان به شكل يك كسر منطق نمايش داد، يعني، به صورت خارج قسمت دو  هر تابع منطق را مي

 :اي چند جمله

.
1

0 1 1
1

0 1 1

...( )
( ) ...

m m
m m

n n
n n

b x b x b x bQ x
f x a x a x a x a

−
−

−
−

+ + + +
=

+ + + +
 

ها داراي  اي كنيم كه اين چند جمله  فرض ميشود، للي وارد ميخبدون اين كه به كليت استدلال 
 .ريشه مشترك نباشند

ناميده و در غير اين صورت حقيقي اگر درجه صورت كمتر از درجه مخرج باشد، آنگاه كسر را 
اگر . گويند  ميغير حقيقيكسر را ) يعني، اگر درجه صورت بزرگتر يا مساوي با درجه مخرج باشد(
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 ٢٥ 

توان كسر را به صورت  م، آنگاه با تقسيم صورت بر مخرج مييك كسر غير حقيقي داشته باشي
 :اي و يك كسر حقيقي نمايش داد حاصلجمع يك چند جمله

.( )( ) ( )
( ) ( )

Q x F xM x
f x f x

= + 

)در اينجا  )M xاي و   يك چند جمله( )
( )

F x
f x

به عنوان مثال، كسر غير .  يك كسر حقيقي است

 حقيقي 

12
3

2

4

++
−
xx

x 

 : توان به صورت زير نوشت را مي

( )
12

6432
12

3
2

2
2

4

++
−

−+−=
++

−
xx

xxx
xx

x 

گيري از كسرهاي   اساسي در انتگرالمسئلهها كار آساني است،  اي گيري از چند جمله چون انتگرال
 .گردد گيري از كسرهاي منطق حقيقي بر مي منطق به انتگرال

 

 :  كسرهاي حقيقي منطق به شكل:تعريف

I .
ax

A
−

، 

II .
( )kax

A
−

) k است1 عددي طبيعي و بزرگتر از ( ، 

III .2

Ax B
x px q

+
+ +

هاي مخرج مختلط هستند، يعني،  ريشه (
2

0
4
p q− <( ، 

IV .
( )2 k

Ax B
x px q

+

+ +
) k هاي مخرج مختلط هستند  است، ريشه1 عددي طبيعي و بزرگتر از( 

,هاي   از نوعكسرهاي منطق جزئي ,III II I وIVشوند  ناميده مي. 
 

 از كسرهاي یتوان به صورت حاصلجمع در ادامه مطلب ثابت خواهد شد كه هر كسر منطق را مي
. پردازيم بنابراين در ابتدا به بررسي انتگرال كسرهاي منطق جزئي مي. منطق جزئي نوشت

IIIIIIگيري از كسرهاي منطق جزئي نوع  انتگرال ستند و لذا بدون هيچ  متضمن مشكلي ني,,
 :دهيم توضيحي اين كار را انجام مي

I .                                                                           .CaxAdx
ax

A
+−=

−∫ ln 

II .                                           
( )

( ) ( ) C
k
axAdxaxAdx

ax
A k

k
k +

+−
−

=−=
−∫ ∫

+−
−

1

1
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 ٢٦ 

                                                                  .( )( ) C
axk

A
k +

−−
= −11

 

III .                                            
( )

2 2

2
2 2
A Apx p B

Ax B dx dx
x px q x px q

 + + − +  =
+ + + +∫ ∫ 

                               2 2

2
2 2
A x p Ap dxdx B

x px q x px q
+  = + − + + + + ∫ ∫ 

  2
2 2

ln
2 2

2 4

A Ap dxx px q B
p px q

 = + + + −      + + −   
   

∫  

  .2

2 2

2 2ln
2 4 4
A B Ap x px px q arc tg C

q p q p
− +

= + + + +
− +

 

فرض كنيم انتگرالي از اين .  به محاسبات بيشتري نياز داردIVگيري از كسرهاي منطق نوع  انتگرال
 :نوع داشته باشيم

    .IV                                                                                 
( )2 k

Ax B dx
x px q

+

+ +
∫ 

 :دهيم هاي زير را انجام مي تبديل

( )

( )

( )22

2
2 2

k k

A Apx p B
Ax B dx dx

x px qx px q

 + + − +  =
+ ++ +

∫ ∫ 

.
( ) ( )2 2

2
2 2k k
A x p Ap dxdx B

x px q x px q
+  = + − 

 + + + +
∫ ∫ 

)اولين انتگرال را با استفاده از تغيير متغير  ) 22 ,x p dx dt x px q t+ = + +  :كنيم  حل مي=

( )
1

2

2
1

k
k

k k
x p dt tdx t dt C

t kx px q

− +
−+

= = = +
−+ +

∫ ∫ ∫ 

                     .
( )( )2 1

1
1 k C

k x px q −
= +

− + +
 

با قرار دادن ) دهيم  نمايش ميkI كه با(دومين انتگرال را 
2

2 , ,
4 2
p pq m dx dt x t− = = +  به =

 :نويسيم صورت زير مي
 

( ) ( )22 2 22

2 4

k k k k
dx dx dtI

x px q t mp px q

= = =
 + + +  + + −    
    

∫ ∫ ∫ 
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 ٢٧ 

هاي مخرج مختلط هستند، و بنابراين  فرض شده است كه ريشه(
2

0
4
pq − > .( 

 خواهيم داشت 

( )
( )
( )

2 2 2

22 2 2 2

1
k k k

t m tdtI dt
mt m t m

+ −
= =

+ +
∫ ∫ 

(1)           .( ) ( )
2

2 22 2 1 2 2

1 1
k k

dt t
m mt m t m−

= −
+ +∫ ∫ 

 : نويسيم در آخرين انتگرال تصرف نموده و مي

.
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

2 22

12 2 2 2 2 2 2 2

. 1 1 1
2 2 1k k k k

d t mt dt t t dt t td
kt m t m t m t m

−

 +  = = = −
 −+ + + + 

∫ ∫ ∫ ∫ 

 آوريم  گيري جزء به جزء بدست مي با انتگراي

.( ) ( ) ( ) ( ) 











+
−

+−
−=

+ ∫∫ −− 12212222

2 1
12

1
kkk mt

dt
mt

t
kmt

dtt 

  داريم (1)با قرار دادن اين عبارت 

( ) ( )∫ ∫ −
+

=
+

= 122222
1

kk
mt
dt

mmt
dtI 

              
( ) ( )1 12 2 2 2 2

1 1
2( 1) k k

t dt
m k t m t m

− −

 
 + −
 − + + 

∫ 

.  
( ) ( )1 122 2 2 2 2

2 3
2 ( 1)2 ( 1)

k k
t k dt

m km k t m t m
− −

−
= −

−− + +
∫ 

، اما با تواني يك واحد كمتر در مخرج تابع زير علامت kIدر طرف راست انتگرالي از همان نوع 
)انتگرال  )1−kبنابراين ما : ، را داريمkI 1 را بر حسب−kIاگر اين روش را ادامه دهيم .  بيان نموديم

 بالاخره به انتگرال آشناي 

∫ +=
+

= C
m
ttgarc

mmt
dtI 1

221 

 را بر IVال اند انتگر  هر كجا كه ظاهر شدهtوmپس از آن با قرار دادن مقادير متناظر با . رسيم مي
, و اعداد مفروض xحسب  , ,q p B Aآوريم  بدست مي. 

 

) مطلوبست محاسبه انتگرال  :١٢مثال  )∫ ++

−
= 22 32

1
xx

xI. 

  داريم .حل
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 ٢٨ 

( )
( ) ( )

( ) dx
xx

x
dx

xx
xI ∫∫ ++

−−++
=

++

−
= 2222 32

1122
2
1

32
1 

    ( ) ( )∫ ∫ ++
−

++

+
= 2222 32

2
32

22
2
1

xx
dxdx

xx
x 

        .( ) ( )∫ ++
−

++
−

= 222 32
2

32
1

2
1

xx
dx

xx
 

txدر آخرين انتگرال تغيير متغير     :دهيم  مي1+=

( ) ( ) ( )
( )

( )

2 2

2 2 2 222 2 2

21
22 3 2 21 2

t tdx dx dt dt
x x t tx

+ −
= = =

 + + + ++ + 
∫ ∫ ∫ ∫ 

                  ( )∫∫ +
−

+
= dt

t
t

t
dt

22

2

2 22
1

22
1 

.( )∫ +
−= 22

2

22
1

22
1

2
1

t
dttttgarc 

 :پردازيم به حل آخرين انتگرال مي

( ) ( )∫∫ +
=

+
2222

2

2
.

2 t
dttt

t
dtt 

( ) ( )2 22

1, .
2 22

u t du dt
t dtdv v

tt

= =
 
 = = −  ++ 

 

  بنابراين

( ) ∫∫ +
+

+
−=

+ 22
1

22
1

2
. 2222 t

dt
t

t
t

tdtt  

                                               .( ) 222
1

22 2
ttgarc

t
t

+
+

−= 

 در نتيجه 

( ) 2
1

22
1

32 22

+
=

++∫
xtgarc

xx
dx 

                                .( ) 






 +
+

++
+

−−
2
1

22
1

322
1

2
1

2
xtgarc

xx
x 

 آوريم  بالاخره بدست مي

.( ) ( ) Cxtgarc
xx

xdx
xx

x
+

+
−

++

+
−=

++

−
∫ 2

1
4
2

322
2

32
1

2222
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 ٢٩ 

  به حاصلجمع كسرهاي منطق جزئي تجزيه يك كسر منطق
توان به حاصلجمع كسرهاي منطق جزئي  دهيم كه هر كسر منطق حقيقي را مي اكنون نشان مي

)فرض كنيم كسر منطق . تجزيه نمود )
( )

F x
f x

ها اعداد  اي  را داشته باشيم كه در آن ضرايب چند جمله

 .ارندحقيقي بوده و صورت و مخرج كسر ريشه مشترك ند
 

ax فرض كنيم :٥قضيه   يعني   از مخرج كسر باشد،k يك ريشه حقيقي مكرر از مرتبه =

( ) ( ) ( )xfaxxf k
) كه در آن =−1 ) 01 ≠af . در اين صورت كسر حقيقي( )

( )
F x
f x

توان به   را مي

 :و كسر حقيقي به صورت زير نوشتصورت حاصلجمع د

(1)    
( ) ( )

1
1

1

( )( )
( ) ( )k k

F xF x A
f x x a x a f x−= +

− −
 

) ثابتي غير صفر بوده و Aكه در آن  )xF1اي است كه درجه آن كمتر از درجه   يك چند جمله
)مخرج  ) ( )xfax k

1
 .باشد  مي−−1

 نويسيم   زير را مي اتحاد.اثبات

(2)       
( ) ( )

1

1

( ) ( )( )
( ) ( )k k

F x A f xF x A
f x x a x a f x

−
= +

− −
 

اي   را چنان تعريف كرده باشيم كه چند جملهAو فرض كنيم ثابت )  درست استAكه براي هر (
( ) ( )xAfxF ax بر −1 براي انجام اين كار، لازم و كافي است كه معادله زير . پذير باشد ش بخ−
 :برقرار باشد

.( ) ( ) 01 =− afAaF 

)چون  ) ( ) 0,0, 1 ≠≠ afaFA به صورت منحصر به فرد با 
1

( )
( )

F aA
f a

 .گردد  تعريف مي=

  خواهيم داشت Aبراي اين مقدار 
( ) ( ) ( ) ( )xFaxxAfxF 11 −=− 

)كه در آن  )xF1اي  اي با درجه كمتر نسبت به چند جمله  يك چند جمله( ) ( )xfax k
1

1−− 
)با حذف عامل . باشد مي )ax  .آوريم  را بدست مي(1) تساوي (2) از صورت و مخرج −

 

 توان براي كسر منطق حقيقي   استدلال مشابهي را مي:نتيجه
( )

( ) ( )xfax
xF

k
1

1
1

−−
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 ٣٠ 

axبنابراين، اگر مخرج كسر داراي ريشه . بكار برد) ١(در معادله   باشد، kاز مرتبه  مكرر =
 توانيم بنويسيم  مي

 
( )
( ) ( ) ( )

( )
( )xf
xF

ax
A

ax
A

ax
A

xf
xF kk

kk
1

1
1

1 .... +
−

++
−

+
−

= −
− 

)آن كه در  )
( )xf
xFk

1

براي اين .  كسر حقيقي منطقي است كه صورت و مخرج آن ريشه مشترك ندارند

)ضيه بالا را بكار ببريم به شرط آنكه قتوانيم  كسر مي )xf1هاي حقيقي ديگري باشد  داراي ريشه. 
 

هاي مختلط  كنيم كه ريشه آوري ميياد. پردازيم هاي مختلط مخرج مي اكنون به بررسي حالت ريشه
وقتي يك چند . گردند اي با ضرايب حقيقي دو بدو به صورت مزدوج ظاهر مي يك چند جمله

هاي مختلط چند  از ريشه) مزدوج( به هر زوج ،كنيم هاي حقيقي تجزيه مي اي را به عامل جمله
2xاي عبارتي به شكل  جمله px q+ هاي مختلط با تكرار از مرتبه  ما اگر ريشها. گردد  متناظر مي+

µها با عبارت  باشند، آن( )2x px q
µ

+  . گردند  متناظر مي+
 

) اگر :٦قضيه  ) ( ) ( )2
1f x x px q x

µ
ϕ= + )اي  ، كه در آن چند جمله+ )x1ϕ بر 

2x px q+ )ه كسر حقيقي منطق  بخش پذير نيست، آنگا+ )
( )xf
xFتوان به صورت حاصلجمع   را مي

 :دو كسر حقيقي ديگر به صورت زير نمايش داد

(3)   ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

1
12 2

1

F x xMx N
f x x px q x px q x

µ µ

φ

ϕ
−

+
= +

+ + + +
 

)كه در آن  )x1φاي  اي است كه درجه آن كمتر از درجه چند جمله  يك چند جمله
( ) ( )12

1x px q x
µ

ϕ
−

+  . باشد مي +

 نويسيم   اتحاد زير را مي.اثبات

(4)   ( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

2 2 2
1 1

F x F x F x Mx N xMx N
f x x px q x x px q x px q x

µ µ µ

ϕ

ϕ ϕ

− ++
= = +

+ + + + + +
 

MNكه براي هر   را چنان تعريف كرده باشيم كه چند ,MNكنيم   برقرار است، فرض مي,
)اي  جمله ) ( ) ( )xNMxxF 1ϕ+− 2 برx px q+ براي اين كار، لازم و كافي . پذير باشد  بخش+

 است كه معادله 
( ) ( ) ( ) 01 =+− xNMxxF ϕ 

iαهاي  داراي ريشه β±2اي  ، يعني همان چند جملهx px q+  لذا، .  باشد+
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 ٣١ 

( ) ( ) ( )1 0F i M i N iα β α β ϕ α β+ − + + + =   
 يا 

.( ) ( )
( )1

F i
M i N

i
α β

α β
ϕ α β

+
+ + =

+
 

)اما  )
( )1

F i
i

α β
ϕ α β

+
+

Kتوان آن را به صورت   است كه ميی عدد مختلط مشخص iL+ نوشت، كه در 

 بنابراين،.  اعداد حقيقي معيني هستند,KLآن 
( )M i N K iLα β+ + = + 

 كه از آنجا 
LMKNM ==+ βα , 

 يا 

.
β

αβ
β

LKNLM −
== , 

)اي   چند جمله,MNبا اين مقادير براي ضرايب  ) ( ) ( )1F x Mx N xϕ− iα داراي ريشه + β+ 
iαاست، بنابراين مزدوج آن  β−اي  اما در اين صورت چند جمله. اي است  نيز ريشه اين چند جمله

)هاي  يمانده، بر تفاضلتوان، بدون باق را مي ) ( ),x i x iα β α β− − −  و بنابراين بر حاصلضرب +
2xها، كه  آن px q+ )خارج قسمت اين تقسيم را با . باشد، تقسيم نمود  مي+ )x1φ نشان داده و 

 آوريم بدست مي
.( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

1 1F x Mx N x x px q xϕ φ− + = + + 
2xاز صورت و مخرج  (4)در آخرين كسر  px q+ آوريم و   را بدست مي(3) را حذف كرده و +

)بديهي است كه درجه  )x1φبدين ترتيب قضيه ثابت شده است.  از درجه مخرج كمتر است 
 

)اكنون براي كسر حقيقي  )
( )xf
xFبريم و كليه   را بطور متوالي، بكار مي٦ و ٥ های يه نتايج قض

)هاي مخرج  كسرهاي منطق جز ئي متناظر به تمامي ريشه )xfبنابراين از . آوريم  را بدست مي
 گيريم كه اگر  آنچه گفته شد نتيجه مي

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2... ...f x x a x b x px q x lx s
µ υα β= − − + + + + 

)آنگاه كسر  )
( )xf
xFبه صورت زير نمايش دادتوان   را مي: 

(5)                                                    ( )
( ) ( ) ( )

11
1 ...

F x AAA
f x x ax a x a

α
α α

−
−= + + + +

−− −
 

.......................................................                                            
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 ٣٢ 

                                    
( ) ( ) bx

B
bx

B
bx

B
−

++
−

+
−

+ −
−

1
1

1 ... β
ββ 

( ) ( )
1 11 1

1 22 2
...

M x NM x NMx N
x px qx px q x px q

µ µ
µ µ

− −
−

+++
+ + + + +

+ ++ + + +
 

........................................................                                          

            .
( ) ( )

1 11 1
1 22 2

... P x QP x QPx Q
x lx sx lx s x lx s
υ υ

υ υ
− −

−

+++
+ + + +

+ ++ + + +
 

AABBضرايب  ,,...,,...,  :توان به روش زير پيدا نمود  را مي11
)در حقيقت يك اتحاد است، و به اين دليل با ضرب طرفين آن در (5) تساوي )xf به يك تساوي 
با مساوي هم قراردادن .  استxهائي در  اي هاي چپ و راست آن چند جمله رسيم كه طرف مي

 در دو طرف تساوي، دستگاهي از معادلات خطي براي ضرايب مجهول xضرايب قواي متناظر 
1 1..., , ,... ,B B A Aمعروف روش ضرايب نامعيناين روش پيدا كردن ضرايب به . آوريم  بدست مي 

 .است
 :توان از روش زير هم استفاده نمود علاوه بر روش ضرايب نامعين مي

 
هاي راست و چپ معادله بايستي پس از حذف  آمده در طرفهاي بدست  اي به دليل آنكه چند جمله

.  با هم مساوي استxها براي هر مقدار خاص از  ها به طور يكسان مساوي باشند، مقادير آن مخرج
)هاي  و از جمله ريشه(xبا فرض مقادير خاصي براي  )xf (هايي براي پيدا كردن ضرايب  همعادل

 .آوريم بدست مي
معي از كسرهاي جتوان به صورت حاصل كنيم كه هر كسر حقيقي منطق را مي بنابراين مشاهده مي

)اكنون هدف ما محاسبه انتگرال كسر منطق . منطق جزئي نمايش داد )
( )xf
xQ ؛ يعني، انتگرال 

( )
( ) dx
xf
xQ

∫ 

)اي   كسر داده شده غير حقيقي باشد، آن را به صورت حاصلجمع يك چند جملهاگر. است )xM و 

)كسر منطق حقيقي  )
( )xf
xFبه (5)توان، با استفاده از فرمول  كسر اخير را مي. دهيم  نشان مي ،

 . تصورت حاصلجمعي از كسرهاي منطق جزئي نوش
 

 منطق اي و كسرهاي  گيري از يك چند جمله گيري از يك كسر منطق به انتگرال بنابراين انتگرال
ها  هاي مخرج آن دانيم كه شكل كسرهاي منطق بوسيله ريشه مي. گردد جزئي متعدد تبديل مي

 .هاي زير توجه نماييد به مثال. گردد تعيين مي
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 ٣٣ 

 :ئيدهاي زير را محاسبه نما   انتگرال:١٣مثال 

( ) ( )
( )idx

xx
x

∫ −+
+

21
2

3

2

  ( )( ) ( )ii
xx

dxx
∫ −+ 112 

( ) ( )
( )iiidx

xxx
Bxxxx

∫ +++

++++

132
12114

22

234

. 

). حل )i مخرج كسر زير علامت انتگرال، يعني ( ) ( ) ( )21 3 −+= xxxf و 2 داراي ريشه ساده 
 :گردد بنابراين كسر به شكل زير تجزيه مي. دباش  مي−1ريشه مكرر مرتبه سوم 

.
( ) ( ) ( ) ( ) 211121

2 2
2

1
33

2

−
+

+
+

+
+

+
=

−+
+

x
B

x
A

x
A

x
A

xx
x 

 اگر طرفين تساوي بالا را در مخرج كسر طرف چپ ضرب كنيم، داريم 
(6)    ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 32

1 22 2 1 2 1 2 1x A x A x x A x x B x+ = − + + − + + − + + 
 يا 

.( ) ( ) ( ) ( )BAAAxBAAAxBAxBAx +−−−++−−++++=+ 2121
2

1
3

2
2 2223332 

3210با مساوي هم قراردادن ضرايب  ,,, xxxx) در دو طرف تساوي بالا دستگاه ) جمله ثابت
 :آوريم معادلات خطي زير را براي تعيين ضرايب بدست مي

2

1

1 2

1 2

0
1 3
0 3 3
2 2 2 2 .

A B
A B
A A A B

A A A B

= +
 = +
 = − − +
 = − − − +

 

 با حل اين دستگاه داريم 

.1 2
1 2 21 ; ; ;
3 9 9

A A A B= − = = − = 
 بنابراين 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )29
2

19
2

13
1

1
1

21
2

233

2

−
+

+
−

+
+

+
−=

−+
+

xxxxxx
x 

 و در نتيجه 

( ) ( ) ( ) ( ) ∫∫ ∫∫∫ −
+

+
−

+
+

+
−=

−+
+

29
2

19
2

13
1

121
2

233

2

x
dx

x
dx

x
dx

x
dxdx

xx
x 

( ) ( )2

1 1 1 2 2ln 1 ln 2
2 3 1 9 91

x x C
xx

= − − + + − +
++

 

.
( )2

2 1 2 2ln
9 16 1

x x C
xx

− −
= − + +

++
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 ٣٤ 

( )ii ،1 يکی مخرج كسر زير علامت انتگرال از حاصلضرب دو عامل تشكيل شده است−x و ديگري 
12عبارت  +xبنابراين تجزيه زير را داريم.  كه داراي ريشه حقيقي نيست: 

.( )( ) 1111 22 −
+

+
+

=
−+ x

C
x

BAx
xx

x 

 در نتيجه 
.( )( ) ( )11 2 ++−+= xCxBAxx 

1آوريم   و بدست ميx=1دهيم  قرار مي ,1 2
2

C C=  آوريم   بدست مي وx=0دهيم   قرار مي.=

0 B C= −   و لذا+
2
1

=B. 2 ضرايبx0آوريم   را مساوي هم قرار داده و بدست مي A C= ، كه +

از آنجا 
2
1−

=A . 
 

 بنابراين 

( )( ) ∫∫∫ −
+

+
−−

=
−+ 12

1
1
1

2
1

11 22 x
dxdx

x
x

xx
dxx   

         ∫∫∫ −
+

+
+

+
−=

12
1

12
1

12
1

22 x
dx

x
dx

x
dxx 

.Cxxtgarcx +−+++−= 1ln
2
1

2
11ln

4
1 2 

 
( )iii1و عامل تشكيل شده است، يكي  مخرج كسر زير علامت انتگرال از د+x كه ريشه حقيقي 

322اي  دهد و ديگري توان دوم سه جمله  را بدست ميx=−1ساده  ++ xx كه داراي ريشه 
 :بنابراين تجزيه زير را داريم. باشد حقيقي نمي

( ) ( ) ( ) ( ) 13232132
812114

22222

234

+
+

++
+

+
++

+
=

+++

++++
x
E

xx
DCx

xx
BAx

xxx
xxxx 

 كه از آنجا 
812114 234 ++++ xxxx 

.( )( ) ( )( )( ) ( )222 321321 ++++++++++= xxExxxDCxxBAx 
 هاي گفته شده براي يافتن ضرايب، خواهيم داشت  با تركيبي از روش

.1, 1 , 0, 0, 1A B C D E= = − = = = 
 آوريم  لذا بدست مي

( ) ( ) ( )∫ ∫∫ +
+

++

−
=

+++

++++
132

1
132

812114
2222

234

x
dxdx

xx
xdx

xxx
xxxx 
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 ٣٥ 

.( ) Cxxtgarc
xx

x
+++

+
−

++
+

−= 1ln
2
1

4
2

322
2

2 

 . به طور مستقيم محاسبه شده استدومين انتگرال.  است١٢اولين انتگرال طرف راست همان مثال 
 

 :هاي زير  مطلوبست محاسبه انتگرال:١٤مثال 

( )i
xx

dx
∫ − 25  ( )

3 2

2

3 5 7
2

x x x dx ii
x

+ + +
+∫ 

( )4 1
dx iii

x +∫          ( )( ) ( )iv
xx

dx
∫ ++ 41 22. 

). حل )iكنيم  مخرج كسر زير علامت انتگرال را تجزيه مي: 
.( ) ( )( )111 223225 ++−=−=− xxxxxxxx 

 بنابراين 

.( )( ) 1111
11

222225 ++
+

+
−

++=
++−

=
− xx

EDx
x
C

x
B

x
A

xxxxxx
 

25طرفين تساوي بالا را در  xx  :كنيم  ضرب مي−
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 21 1 1 1 1 1 1 .A x x x Bx x x x Cx x x Dx E x x= − + + + − + + + + + + + −

 
 . هستند0,1هاي حقيقي مخرج اعداد  ريشه

C31 داريم x=1براي  .A=−1، يعنيA−=1 داريم x=0براي  ، يعني =
3
1

=C.   
 :نويسيم تساوي بالا را مجدداً بصورت زير مي

.( ) ( ) ( )3 4 4 3 2 4 3 3 21 1A x B x x C x x x Dx Ex Dx Ex= − + − + + + + + − − 
432با مقايسه ضرايب  ,, xxxرسيم گاه زير ميدر دو طرف تساوي اخير به دست: 









=−
=−++

=++

0
0

0

EC
DECA

DCB
 

,0آوريم  كه از آن بدست مي
3
1,

3
1

=−== BDE. بنابراين داريم  

.( ) ( )13
1

13
111

2225 ++
−

−
−

+
−

=
− xx

x
xxxx

 

 در نتيجه 

∫∫ ∫∫ ++
−

−
−

+−=
−

dx
xx

x
x
dx

x
dx

xx
dx

1
1

3
1

13
1

2225 
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 ٣٦ 

                       ( )
∫ ++

−+
−−+= dx

xx
xx

x 1
312

6
11ln

3
11

2 

  ∫
+






 +

+++−−+=

4
3

2
12

11ln
6
11ln

3
11

2
2

x

dxxxx
x

 

         .( ) Cxtgarc
xx

x
x

+
+

+
++

−
+=

3
12

3
1

1
1ln

6
11

2

2

 

 
( )iiاي   چند جمله با استفاده از تقسيم.  تابع زير علامت انتگرال يك كسر منطق غير حقيقي است

 ها داريم 

.( )
2
133

2
753

22

23

+
+

++=
+

+++
x

xx
x

xxx 

 بنابراين داريم 

∫∫ 







+
+

++=
+

+++ dx
x

xxdx
x

xxx
2
133

2
753

22

23

 

2
2 2 2

3 1 1 3 23 3
2 2 2 2 2

x xdx dxx dx dx dx x x
x x x

+
= + + = + + +

+ + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ 

.( ) Cxtgarcxxx +++++=
22

12ln
2
33

2
1 22 

 
( )iii  به دليل آنكه( )( )12121 224 +−++=+ xxxxx، تجزيه كسر زير علامت انتگرال 

 : خواهد شد

 
( ) ( ) 2 22 2

1
2 1 2 12 1 2 1

Ax B Cx D
x x x xx x x x

+ +
= +

+ + − ++ + − +
 

 يا 
( )( ) ( )( )12121 22 +++++−+= xxDCxxxBAx 

 يا 
( ) ( ) ( ) ( )3 21 2 2 2 2A C x B D A C x A C B D x B D= + + + − + + + − + + + 

 آيد  و پس از محاسبات لازم بدست مي

.2 2 1, ,
4 4 2

A C B D−
= = = = 

 بنابراين 

.4 2 2

2 1 2 1
4 2 4 2

1 2 1 2 1

x xdx dx dx
x x x x x

−
+ +

= +
+ + + − +∫ ∫ ∫ 
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 ٣٧ 

 .كنيم هاي بالا بسادگي قابل حل هستند و به عنوان مثال اولين انتگرال را حل مي انتگرال
 

( )
2 2 2

2 1 1 22 22 2 24 2 2 2
4 42 1 2 1 2 1

x xxdx dx dx
x x x x x x

+ + ++
= =

+ + + + + +∫ ∫ ∫ 

          22

2 2 2 1
8 42 1 2 1

2 2

x dxdx
x x

x

+
= +

+ +  
+ + 

 

∫ ∫ 

 .Cxtgarcxx +







++++=

2
22

4
212ln

8
2 2 

 
( )ivمزدوج مختلط متفاوت است، هاي  مخرج كسر زير علامت انتگرال داراي دو زوج از ريشه 

 بنابراين 

( )( ) 2 22 2

1 ,
1 41 4

Ax B Dx E
x xx x

+ +
= +

+ ++ +
 

 بنابراين 
.( )( ) ( )( )141 22 +++++= xEDxxBAx 

هاي مختلط  در اينجا مناسب است كه روش مقادير خاص را براي يافتن ضرايب بكار بريم، زيرا ريشه
)مخرج  )2 ,x i x i= ± =  . بقدر كافي ساده هستند±

xبا قراردادن  i=آوريم   بدست مي 
133 =+ AiB 

,0كه از آنجا 
3
1

== AB. با قرار دادن ix  آوريم   بدست مي=2

163 =−− DiE 
,0كه از آنجا 

3
1

=−= DE. لذا  

( )( )∫ ∫ ∫ +
−

+
=

++ 43
1

13
1

41 2222 x
dx

x
dx

xx
dx 

                                    .Cxtgarcxtgarc +−=
26

1
3
1 

 

  انتگرال بعضي توابع اصم ٦.  ٥
)در ادامه اين فصل نماد  ),...,, γβαR در متغيرهاي ) تابع منطق( براي نمايش يك عبارت منطق

..., , ,γ β αرود و بدين معني است كه روي   بكار ميαβγ  . شود ل حسابي انجام ميتنها اعما... ،,,
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 ٣٨ 

توان با استفاده از تغيير متغيري مناسب به انتگرال  هاي توابع اصم را مي هاي معيني از انتگرال گونه
 .نامند  آن ميعمل گويا كردنيك چنين تبديلي از يك انتگرال را . توابع منطق تبديل نمود

I . انتگرال, ,...,
rm
snR x x x dx

 
 
 

 منطق از ی تابعRگيريم كه در آن   را در نظر مي∫

,..., يك مخرج مشترك كسرهاي kفرض كنيم . باشد متغيرهايش مي
s
r m

n
 تغيير متغير .  باشد

1,k kx t dx k t dt−= = 
آيد و   در ميt به شكل تواني صحيح از متغير xدر اين صورت هر توان كسري از متغير . دهيم مي

 .گردد  تبديل ميtبنابراين تابع زير علامت انتگرال به تابعي منطق در متغير 
 

II. انتگرالي به شكل 

, ,...,

m r
n sax b ax bR x dx

cx d cx d

 
   + +     + +     

∫ 

kaxاين انتگرال با تغيير متغير . ريمگي را در نظر مي b t
cx d

+
=

+
 يك مخرج مشترك k، كه در آن 

,...,كسرهاي 
s
r m

n
 به دليل آنكه از تغيير متغير ،گردد گرال يك تابع منطق تبديل مي است، به انت

 آوريم  بالا بدست مي

.( ) ( )
( ) k

k

k

kkkk

cta
bdtxdt

cta
bdtkctctadtkdx

−
−

=
−

−+−
=

−

,2

1

. 

) انتگرال بالا به صورت ، جايگذاري اين مقادير با )dttR∫آيد كه   در مي( )tR تابعي منطق از t 
 .است

 

 : هاي زير  مطلوبست محاسبه انتگرال:١٥مثال 

( ) ( )idx
xx

xxx
∫ +

++
3

63 2

1
   

( )

( )
( )iidx

x

x
∫

+−

−

132

2
132

3
1 

( )
( )∫ +

−
−

iiidx
x
x

x
3

2 2
2

2
2         

( ) ( )3 54
( )

1 2

dx iv
x x− +

∫. 

) .حل )i است، بنابراين تغيير متغير 6 عدد 6 و3 كوچكترين مضرب مشترك  

dttdxtx 56 6, == 
 دهيم و داريم  مي
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 ٣٩ 

( )
( )

( ) dt
t

ttdt
tt

ttttdx
xx

xxx
∫∫∫ +

++
=

+
++

=
+

++
2

35

26

546

3

63 2

1
16

1
6

1
 

             .
2 1

3 4 3 6
2

3 36 6 6 6
1 2 2

dtt dt t arc tg t C x arctgx C
t

= + = + + = + +
+∫ ∫ 

 
( )ii 6 تابع زير علامت انتگرال تابعي منطق از 32 −x632دهيم   است، بنابراين قرار مي tx =− ،

 كه از آنجا 

.( ) ( )
1 1

5 3 22 33 , 2 3 , 2 3dx t dt x t x t= − = − = 
 بنابراين 

( )
( )

( )∫ ∫∫∫ +
+−+−=

+
=

+−

−
= 1 2

246
2

8

3

2
1

1
313

1
3

132

32
t

dtdttttdt
t

tdx
x

xI 

           .
7 5 3

3 3 3 3 3
7 5 3
t t t t arc tg t C= − + − + + 

 آوريم  ، بدست ميxبا برگشتن به متغير 

.( ) ( ) ( ) ( ) ( ) CxtgarcxxxxI +







−+−−−+−−−=

7
6
1

6
1

2
1

6
5

6 623232
3
132

5
132

7
13 

 

( )iii تابع زير علامت انتگرال تابعي منطق از x 3 و عبارت

2
2

x
x

+
 تغير  است، بنابراين تغيير م−

 
33

2 2;
2 2

x xt t
x x

− −
= =

+ +
 

 دهيم كه از آنجا  مي

.
( )

3 3 2

23 3 3

2 2 4 12; 2 ;
1 1 1

t t tx x dx dt
t t t

− −
= − = =

+ + +
 

 بنابراين 

.( )
( ) C

tt
dtdt

tt
tttI +=−=

+

+
−= ∫∫ 23236

223

4
3

2
3

116
12.12 

 آوريم   بدست ميxبا برگشتن به متغير 

.C
x
xI +








−
+

= 3

2

2
2

4
3 

 
( )iv به دليل آنكه  
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 ٤٠ 

( ) ( ) ( )( )44 53

1
22121

−
+

+−=+−
x
xxxxx 

4 و xتابع زير علامت انتگرال تابعي منطق از 

1
2

−
+

x
x است، بنابراين تغيير متغير  

44
2 2,
1 1

x xt t
x x

+ +
= =

− −
 

 دهيم كه از آنجا  مي

( )
4 4 3

24 4 4 4

2 3 3 12, 1 , 2 , .
1 1 1 1

t t tx x x dx dt
t t t t

+
= − = + = =

− − − −
 

 بنابراين 

.
( ) ( )

( )( )
( ) ∫∫ ∫ +=−=

−

−−
−=

+−
= C

tt
dtdt

ttt
ttt

xx
dxI

3
4

3
4

13.3
1211

21
2244

344

4 53
 

 آوريم  ، بدست ميxبا برگشتن به متغير 

.C
x
xI +

+
−

= 4
2
1

3
4 

  تغيير متغيرهاي اويلر ٧.  ٥
 انتگرال 

(1)     ( ) ( )2, 0R x ax bx c dx a+ + ≠∫ 
توان به انتگرال تابعي منطق از يك متغير جديد،  انتگرالي از اين نوع را مي. گيريم را در نظر مي

 . نمودتبديلشود،  ر كه در زير بيان ميبوسيله تغيير متغيرهاي اويل
 

 دهيم رار ميق، آنگاه a<0 اگر .اولين تغيير متغير اويلر
.txacbxax +±=++2 

 در اين صورت . كنيم  را مثبت اختيار ميaبراي سهولت علامت مقابل 
222 2 txtaaxcbxax ++=++ 

 :آيد  بدست ميt به صورت تابعي منطق از xكه از آنجا 
2

2
t cx

b at
−

=
−

 

 بنابراين ). شود  بيان ميt نيز به صورت تابعي منطق از dx لذا،(

.
2

2

2
t cax bx c a x t a t

b at
−

+ + = + = +
−
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 ٤١ 

0c اگر .يلردومين تغيير متغير او  دهيم  ، آنگاه قرار مي<
2ax bx c ax c+ + = ± 

 كه از آنجا
2 2 2 2ax bx c x t xt c c+ + = + + 

 به عنوان تابعي xدر اين صورت ). كنيم براي سهولت علامت مقابل راديكال را مثبت اختيار مي(
 :آيد بدست مي tاز منطق 

.2
2

ta
btcx

−
−

= 

cbxax و dxبه دليل آنكه  شوند، با جايگذاري   بيان ميt نيز به صورت عباراتي منطق از 2++
xcbxaxdxمقادير  ,, 2 ) در انتگرال ++ )dxcbxaxxR∫ ال تبديل به ، اين انتگر,2++

 .شود  ميtانتگرال تابعي منطق از 
 

αβ فرض كنيم .سومين تغيير متغير اويلر cbxaxي ا هاي حقيقي سه جمله  ريشه, ++2 
 دهيم قرار مي. باشند

( )2 .ax bx c x tα+ + = − 
)به دليل آنكه  )2 ( )ax bx c a x xα β+ + = −   داريم ،−

( )( ) ( )txxxa αβα −=−− 
( )( ) ( ) 22 txxxa αβα −=−− 

( ) ( ) 2a x x tβ α− = − 
 :آوريم  بدست ميt را به صورت تابعي منطق از xكه از آنجا 

.2

2

ta
tax

−
−

=
αβ 

2axوdxچون   bx c+  هستند، انتگرال داده شده به انتگرال تابعي t نيز توابعي منطق از +
 .شود  تبديل ميtمنطق از 

 

 : هاي زير  مطلوبست محاسبه انتگرال:١٦مثال 

( )i
xx

dxI ∫ +++
=

221 2
  ( )ii

xxx
dxI ∫ +−+

=
12

 

( )iii
xx

dxI ∫ −+
=

432
. 

). حل )i 01 در اينجا >=aبريم ، بنابراين اولين تغيير متغير اويلر را بكار مي: 

PDF created with FinePrint pdfFactory Pro trial version http://www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
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 ٤٢ 

.xtxx −=++ 222 
 آوريم  پس از مربع نمودن طرفين اين تساوي و حذف جملات مشابه، بدست مي

222 2 −=+ ttxx 
 كه از آنجا 

.
( ) ( ) ( )
2 2 2

2
2

2 2 2 4 4; ; 1 2 2
2 1 2 12 1
t t t t tx dx dt x x

t tt
− + + + +

= = + + + =
+ ++

 

 آوريم  اين مقادير را در انتگرال قرار داده و بدست مي

.( )( )
( ) ( )

( )
( )( )

2 2

2 22 2

2 1 2 2 2 2

1 1 24 4 2 1

t t t t t dt
I dt

tt t t

+ + + + +
= =

+ ++ + +
∫ ∫ 

 :نويسيم جمع كسرهاي منطق جزئي ميصلاكنون كسر منطق حقيقي بدست آمده را به صورت حا

.
( )( ) ( )22

2

22121
22

+
+

+
+

+
=

++
++

t
D

t
B

t
A

tt
tt 

1,0,2: با استفاده از روش ضرايب نامعين خواهيم داشت ==−= ABD .ابراين بن 

.
( )( ) ( )

C
t

t
t

dt
t
dtdt

tt
tt

+
+

++=
+

−
+

=
++
++

∫∫ ∫ 2
21ln

2
2

121
22

22

2

 

  قرار دهيم، خواهيم داشت x مقدار آن را بر حسب tو اگر بجاي 

.C
xxx

xxxI +
++++

+++++=
222

2221ln
2

2 

 
( )ii 1 چون در اينجا 0c =  : را بكار بريم متغير اويلر تغييرتوانيم دومين ، مي<

112 −=+− txxx 
 كه از آنجا 

( ) ( )2 2
2

2 12 1 1 ;
1

tt x t x x
t

−
− = − =

−
 

.
( )

2
2

22

12 , 1
11

t t tdx dt x x x
tt

− +
= − + − + =

−−
 

 : آوريم  ، انتگرالي از يك كسر منطق بدست ميIبا جايگذاري در 

.
( )( )∫∫ +−

−+−
=

+−+
dt

ttt
tt

xxx
dx

2

2

2 11
222

1
 

 اما 

                                       . 
( )( ) ( )

2

2 2

2 2 2
1 11 1 1

t t A B D E
t t tt t t t

− + −
= + + +

− +− + +
 

 شود كه  بنابر روش ضرايب نامعين ديده مي
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 ٤٣ 

.1 32 , , 3 ,
2 2

A B D E= = − = − = − 
 بنابراين 

( )
=

+
−

+
−

−
−= ∫∫∫∫ 12

3
1

3
12

12 2 t
dt

t
dt

t
dt

t
dtI 

                                 Ct
t

tt ++−
+

+−− 1ln
2
3

1
31ln

2
1ln2 

كه در آن 
2 1 1x xt

x
− + +

=. 
 

( )iii   چون( )( )14432 −+=−+ xxxxدهيم  سومين تغيير متغير اويلر را بكار برده و قرار مي: 
.( )( ) ( )4 1 4x x x t+ − = + 

 بنابراين 
( )( ) ( ) ( )2 2 24 1 4 , 1 4x x x t x x t+ − = + − = + 

 
 
 

( )
2

22 2

1 4 10,
1 1

t tx dx dt
t t

+
= =

− −
)   و               )( ) 22

2

1
54

1
4114

t
tt

t
txx

−
=








+

−
+

=−+. 

 توان نوشت  لذا مي
( )

( )∫ ∫∫ −
=

−
−

=
−+

= dt
ttt

dttt
xx

dxI 222

2

2 1
2

51
110

43
 

                        C

x
x
x
x

C
t
t

+

+
−

−

+
−

+
=+

−
+

=

4
11

4
11

ln
1
1ln 

                                  .C
xx
xx

+
−−+
−++

=
14
14ln 

 

 اي   انتگرال ديفرانسيل دوجمله٨.  ٥
)انتگرال  )pm nx a bx dx+∫ را كه در آن m ،n و pگيريم   نظر مي اعدادي منطق هستند در .
 : شود كه انتگرال تنها در سه حالت زير قابل حل است ثابت مي
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 ٤٤ 

0pدر اين صورت اگر .  يك عدد صحيح استp :حالت اول ) آنگاه < )pna bx+ همان دو 
0pاما اگر . حاسبه استاي نيوتن بوده و بنابراين انتگرال به سادگي قابل م جمله  آنگاه تغيير >

htxمتغير   .  استn و m يك مخرج مشترك كسرهاي منطق hدهيم كه در آن   مي=
 

: حالت دوم
n

m αtbxaدهيم  قرار مي. ست يك عدد صحيح ا+1 n  مخرج كسر α كه در آن +=
pاست  . 

1m :حالت سوم p
n
+

nnدهيم  قرار مي.  يك عدد صحيح است+ xtbxa α=+ كه در آن α 
 .  استpمخرج كسر 

 

 : هاي زير  مطلوبست محاسبة انتگرال:١٧مثال 

( )i 
( )10

4 1

dxI
x x

=
+

∫   ( )ii ( )
1

11 4 21I x x dx
−−= +∫ 

( )iii  
1

2 1 2
3 3. 1I x x dx

−  
= + 

 
∫ 

). حل )iمت انتگرال را به شكل  در اينجا تابع زير علا
10

4
1

2
1

1
−

−











+xxتوان نوشت، يعني   مي

10p = . اي ديفرانسيل را داريم لذا حالت اول انتگرال پذيري دو جمله.  عددي صحيح است−
4xبنابراين، اگر تغيير متغير  t= بدهيم آنگاه dttdx  : آيد  به شكل زير درمي و انتگرال=34

.
( ) ( )∫∫

+
=

+
= 10102

3

1
4

1
4

t
tdt

tt
dttI . 

 توانيم بنويسيم  براي حل آخرين انتگرال مي

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫∫∫
+

−
+

=
+

−+
=

+ 1091010 111
11

1 t
dt

t
dtdt

t
t

t
tdt  

( ) ( )
C

tt
+

+
+

+
−= 98 19

1
18

1 .            

 بنابراين 

( ) ( ) ( )10 8 9
4 4 4

1 4

1 2 1 9 1

dxI C
x x x x

= = − + +
+ + +

∫ . 
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 ٤٥ 

( )ii  1در اينجا
2

p =  يك كسر است، −
2
51

−=
+
n

m كسر است، اما نيز يک 
1 5 1 3

2 2
m p

n
+

+ = − − = . دهيم قرار مي. يعني در حالت سوم هستيم  عددي صحيح است،−
2441 txx  بنابراين . +=

( )4
1

2 1

1

−
=

t
x ; 

( )
5

2 22 1

tdtdx
t

= −
−

. 

 آوريم  ها در انتگرال بدست مي با جايگذاري اين عبارت

( )
( )

=
−










−
−−=

−

∫
4
5

2

2
1

2

2
4

11
2

1
1

1
2
1

t

tdt
t

ttI  

   ( ) Ctttdtt +−+−=−−= ∫ 2310
1

2
1 3522                 

  جايگذاري كنيم داريم x را برحسب tو اگر  

( ) ( ) Cx
x

x
x

x
x

I ++−+++−= 2
2

34
6

54
10 1

2
11

3
11

10
1 . 

 

( )iii در اينجا
3
2

−=m ، 
3
1

=n ، 1

3
1

1
3
2

1
=







 +−

=
+
n

m، يعني 
n

m لذا .  عددي صحيح است+1

 تغيير متغير . اي ديفرانسيل را داريم پذيري دو جمله حالت دوم انتگرال
2
31; 2

3
x dx tdt

−
=33

1

1 tx =+ 

 بنابراين خواهيم داشت . دهيم مي
3

1 2
2 3 36 2 2 1 .I t dt t C x C

 
= = + = + + 

 
∫  

 

 گرال توابع مثلثاتي  انت٩.  ٥
در اين . ايم پرداخته) مصمنطق و ا(از ابتداي فصل حاضر تا اينجا تنها به بررسي انتگرال توابع جبري 

 انتگرالي به شكل . پردازيم قسمت به مطالعة انتگرال توابع مثلثاتي مي
(1)     ( ),R sinx cosx dx∫ 

 دهيم كه اين انتگرال با تغيير متغير  نشان مي.گيريم  را در نظر مي

(2)      
2
xtg t= 
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 ٤٦ 

 را برحسب xcos و xsinتوابع . گردد  يك تابع منطق تبديل مي همواره به انتگرال
2
xtg و ، 

 : كنيم  بيان ميtبنابراين 

2
2 2 2

2sin 2sin 2 22 2 2 2 2sin
1 1sin 1

2 2 2

x x x x xcos cos tg tx x x x tcos tg
= = = =

++ +
 

2 2 2 2 2
2

2
2 2 2

sin 1 12 2 2 2 2
1 1sin 1

2 2 2

x x x x xcos sin cos tg tcosx x x x tcos tg

− − − −
= = = =

++ +
. 

 علاوه بر آن 

.21
2

t
dtdx

+
2x  و      = arctgt= 

چون يك تابع منطق از . شوند  بيان ميtسب ق برحنط به طور مdx و sinx ، cosxبه اين طريق، 
 ما انتگرالي (1)هاي بدست آمده در انتگرال  با جايگذاري عبارت توابع منطق خود تابع منطقي است،

 : آوريم  بدست مي از يك تابع منطق

.( )
2

2 2 2

2 1 2, ,
1 1 1

t t dtR sinx cosx dx R
t t t

 −
=  + + + 

∫ ∫ 

 

  :هاي زير ة انتگرال مطلوبست محاسب:١٨مثال 

( )i 
4 3 5

dx
sinx cosx+ +∫  ( )ii   

( ) ( )2 2 2 2

dx
a b a b cosx+ − −∫ 

( )iii   
( )2 2

dx
sinx cosx sinx+ −∫. 

) :حل )i با تغيير متغير 
2
xtg t= داريم  

2

2

2 2

2
1

2 14 3 5 4. 3. 5
1 1

dt
dx t

t tsinx cosx
t t

+=
−+ + + +

+ +

∫ ∫ 

      .
( )

C
tt

dt
tt

dt
+

+
−=

+
=

++
= ∫∫ 2

1
2882

2 22 

 آوريم   قرار داده و بدست ميx مقدار آن را برحسب tبجاي 

.1
4 3 5 2

2

dx Cxsinx cosx tg
= − +

+ + +
∫ 
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 ٤٧ 

( )ii با تغيير متغير 
2
xtg t= داريم  

( ) ( ) ( ) ( )
2

22 2 2 2
2 2 2 2

2

2
1

1.
1

dt
dx t

ta b a b cosx a b a b
t

+=
−+ − − + − −
+

∫ ∫ 

              2 2 2 2 2 2 2 2 22
( )(1 ) ( )(1 )

dt dt
a b t a b t a t b

= =
+ + − − − +∫ ∫ 

 

22
2

1 1 1 . .
2

dt at a xarctg C arctg tg C
a ab b ab bbt

a

 = = + = + 
  +  

 

∫  

 
( )iii با تغيير 

2
xtg t= داريم  

( )
( )

2
2

2 2

2 2 2

2
11

2 1 4 4 32
1 1 1

dt
t dttI

t t t t t t
t t t

++= =
 − − ++ − + + + 

∫ ∫ 

 
 : كنيم كسر زير علامت انتگرال را تجزيه مي

.( )( ) 1313
1 2

−
+

−
+=

−−
+

t
D

t
B

t
A

ttt
t 

شود كه  به سادگي ديده مي
3
1

=A، 
3
5

=B، 1−=D .  بنابراين 

=
−

−
−

+= ∫∫∫ 133
5

3
1

t
dt

t
dt

t
dtI 

                           =+−−−+= Cttt |1|ln|3|ln
3
5||ln

3
1 

                      .1 5ln ln 3 ln 1
3 2 2 2 2

x x xtg tg tg C= + − − − + 

 
 

)بع به شكل دهد كه از هر تا تغيير متغير بالا به ما اين امكان را مي )sin ,R x cosxانتگرال بگيريم  .
با وجود اين، در عمل . نامند  ميتغيير متغير مثلثاتي عموميبه اين دليل گاهي اوقات آن را يك 

بنابراين مناسب است كه تغيير . كند اي را ايجاد مي اين تغيير متغير توابع منطق بسيار پيچيده
 . رسند را بشناسيم كه اغلب خيلي سريعتر به جواب مي) ››ميعمو‹‹علاوه بر (متغيرهاي ديگري 
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 ٤٨ 

)اگر انتگرال به شكل (1) )sinR x cosxdx∫ باشد، تغيير متغير sinx t= ، cosxdx dt= اين 
∫انتگرال را به صورت  dttR  . آورد  درمي)(

 
) اگر انتگرال به شكل (2) )cos sinR x xdx∫ير متغير ي باشد، با تغcosx t=، sinxdx dt= − 

 . گردد به انتگرال يك تابع منطق تبديل مي
 

  بستگي داشته باشد، آنگاه تغيير متغير tgx اگر تابع زير علامت انتگرال فقط به (3)

2, ,
1

dttgx t x arctgt dx
t

= = =
+

 
 : كند اين انتگرال را به انتگرال يك تابع منطق تبديل مي

.( ) ( ) 21
dtR tgx dx R t

t
=

+∫ ∫ 
) اگر تابع زير علامت انتگرال به شكل (4) )sin ,R x cosx بوده، اما sinx و cos x تنها با 
tgxهاي زوج ظاهر شده باشند، آنگاه همان تغيير متغير  توان t=زيرا .  مي تواند به كار برده شود

2sin x 2 وcos xتوان به صورت زير نوشت  را مي : 
2

2 2

1 1
1 1

cos x
tg x t

= =
+ +

 
2 2

2
2 21 1

tg x tsin x
tg x t

= =
+ +

 

 

.21 t
dtdx
+

= 

 .آوريم بعد از جايگذاري انتگرالي از يك تابع منطق را بدست مي
 

 : هاي زير ل  مطلوبست محاسبة انتگرا:١٩مثال 
 

3sin ( )
2

x dx i
cosx+∫  

2 ( )
2 sin

dx ii
x−∫  

( )3sin sin
( )

2
x x

dx iii
cos x

+
∫  

. 2 2 ( )
sin 2sin .

dx iv
x x cosx cos x+ −∫  

).حل )i  اين انتگرال به صورت( )sin ,R x cosx dx∫در حقيقت. شود  نوشته مي : 
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 ٤٩ 

3 2 2sin sin .sin 1 sin
2 2 2

x x xdx cos xdx xdx
cosx cosx cosx

−
= =

+ + +∫ ∫ ∫ . 
cosxتغيير متغير  t=در اين صورت . دهيم  ميsin xdx dt=   و −

3 2 2sin 1 1 32
2 2 2 2

x t tdx dt dt t dt
cosx t t t

− −  = − = = − + + + + + ∫ ∫ ∫ ∫  

( )
2 2

2 3ln | 2 | 2 3ln 2
2 2
t cos xt t C cosx cosx C= − + + + = − + + + .   

 
( )ii  تغيير متغيرttgx  : دهيم  مي=

( )
2 22

2
2

1
2 sin 2 2 22 1

1

dx dt dt tarctg C
x tt t

t

= = = +
− + 

− + + 

∫ ∫ ∫  

1 .
2 2

tgxarctg C = + 
 

                           

 
( )iiiتوان به صورت زير نوشت  انتگرال را مي : 

( ) ( ) ( )3 2 2

2 2

sin sin 1 sin 2
.

2 2 1 2 1
x x x cos x

dx sinxdx sinxdx
cos x cos x cos x

+ + −
= =

− −∫ ∫ ∫  
cosxلذا تغيير متغير  t=دهيم و داريم   ميsin xdx dt= − ،  

( ) ( )( ) ( )3 2 2

2 2

sin sin 2 2
2 2 1 2 1

x x t dt t dt
dx

cos x t t
+ − − −

= =
− −∫ ∫ ∫  

∫∫∫ −
−=

−
−

=
122

3
2
1

12
42

2
1

22

2

t
dtdtdt

t
t                

 
2

3 3 2 1ln12 4 2 2 2 2 1
2

t dt t t C
tt

−
= − = − +

+−
∫     

 و در نتيجه ، 
( )3sin sin 1 3 2 1ln .

2 2 2 2 2 1

x x dx cosxcosx C
cos x cosx
+ −

= − +
+∫  

 
( )iv  با قراردادن . از توان زوج است تابع زير علامت انتگرال نسبت به سينوس و كسينوس

ttgx  آوريم   بدست مي=

2 2 2

1,
1 1 1

tgx tsinx cosx
tg x t t

= = =
+ + +

 

2;
1

dtx arctgt dx
t

= =
+

. 
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 ٥٠ 

 گيريم كه  از اين نتيجه مي

2 2sin 2sin .
dx

x x cosx cos x+ −∫  

∫∫ −+
=

+
−

++
+

+

+=
12

1
1

1
1.

1
2

1

1
2

2222

2

2

tt
dt

ttt
t

t
t

t
dt

    .  

 اما 

( ) ( )22 2

1 1 2ln
2 1 2 2 1 21 2

dt dt t C
t t tt

+ −
= = +

+ − + ++ −
∫ ∫ . 

 بنابراين داريم 

2 2

1 1 2ln
sin 2sin . 2 2 1 2

dx tgx C
x x cosx cos x tgx

+ −
= +

+ − + +∫ . 

)هاي به شكل  اكنون به بررسي يكي ديگر از انتگرال (5) )sin ,R x cosx dx∫پردازيم، يعني،   مي
m. كه تابع زير علامت انتگرال در آن به صورت یانتگرال nsin x cos x است كه در آن m و n اعداد 

 : گيريم در اينجا سه حالت را در نظر مي. صحيح هستند
 

( )a sinm nxcos xdx∫ كه در آن از ، m و nبراي سهولت فرض كنيم .  لااقل يكي فرد است
n12دهيم  ميقرار .  فرد باشد += pnكنيم  و انتگرال را به صورت زير تبديل مي: 
  

2 1 2sin sinm p m px cos xdx x cos x cosxdx+ =∫ ∫  

( )2sin 1 sin .
pm x x cosxdx= −∫                       

 : دهيم تغيير متغير مي
,sinx t cosxdx dt= =  
 آوريم  با قراردادن متغير جديد در انتگرال مفروض، بدست مي

( )21
pm n msin x cos xdx t t dt= −∫ ∫  

 .  استtكه انتگرال تابعي منطق از 
 

sin ( )m nx cos x dx b∫ كه در آن ،m و nدهيم  قرار مي.  اعداد صحيح نامنفي و زوج هستند
2m p= و qn  : شناسيم اي مثلثاتي زير را ميه فرمول . =2

   (3)    2 21 1 1 1sin 2 , 2
2 2 2 2

x cos x cos x cos x= − = + 
 آوريم  با قراردادن آنها در انتگرال بدست مي
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 ٥١ 

2 2 1 1 1 1sin 2 2 .
2 2 2 2

p q
p qxcos xdx cos x cos x dx   = − +   

   ∫ ∫  

 
2cosبا اين كار جملاتي شامل . كنيم پرانتزها را بتوان رسانيده و درهم ضرب مي x بدست 

)جملات با توان فرد مانند حالت .  فرد و زوج هستند هایآوريم كه داراي توان مي )aگيري   انتگرال
با ادامه اين روش بالاخره . كنيم هاي زوج را نصف مي  توان(3)مجدداً با استفاده از . شوند مي

cosجملاتي به شكل  kxdx∫گيري از آنها بسيار ساده است آوريم، كه انتگرال  را بدست مي. 
  

( )c ،آنگاه روش حالت قبل نتيجة   اگر هر دو توان زوج بوده و لااقل يكي از آها منفي باشد
ttgxدر اينجا، بايستي از تغيير متغير . مطلوب را بدست نميدهد  cotgxيا  (= t= (  استفاده

 . نمود
 

 : هاي زير  مطلوبست محاسبة انتگرال:٢٠مثال 
3

4

cos ( )xdx i
sin x∫  4sin ( )xdx ii∫ 

( )
2

6

sin x dx iii
cos x∫. 

). حل )i داريم                        

( )23 2

4 4 4

1 sin
sin sin sin

x cosxcos x cos x cosxdx dx dx
x x x

−
= =∫ ∫ ∫. 

sinxبا قراردادن  t= ، cosxdx dt=آوريم   بدست مي 
( )23

4 4 4 2 3

1 1 1 .
3

tcos x dt dtdx dt C
sin x t t t t t

−
= = − = − + +∫ ∫ ∫ ∫  

C
xx

++−=
sin

1
sin3

1
3 .                   

 
( )ii  داريم 

( ) ( )24 21 1sin 1 2 1 2 2 2
4 4

xdx cos x dx cos x cos x dx= − = − +∫ ∫ ∫  

( )1 1 1 3 sin 4sin 2 1 4 sin 2
4 2 4 2 8

xx x cos x dx x x C   = − + + = − + +      ∫ . 

 
( )iii  داريم 
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 ٥٢ 

( ) ( )
22 2 22 22 2

6 6

sin sinsin 1
cos

x x cos xxdx dx tg x tg x dx
x cos x

+
= = +∫ ∫ ∫ . 

ttgxدهيم  قرار مي x ، در اين صورت = arctgt= ، 21 t
dtdx
+

 آوريم   و بدست مي=

( ) ( )
2 3 522 2 2 2
6 2

sin 1 1
1 3 5

x dt t tdx t t t t dt C
cos x t

= + = + = + +
+∫ ∫ ∫  

Cxtgxtg
++=

53

53
.  

 
 

  انتگرالي به شكل :تبصره 
sinm nI x cos x dx= ∫ 

 اي   اعدادي منطق هستند قابل تبديل به انتگرال ديفرانسيل دو جملهnو  mكه در آن 

( )
1

2 21 ,
n

mI t t dt
−

= −∫  
 : بوده و بنابراين تنها در سه حالت زير امكان حل آن وجود دارد

(1)n فرد است )
2

1−n عددي صحيح است(،  

(2) m فرد است  )
2

1+mعددي صحيح است (، 

(3) nm ( زوج است +
2

1
2

1 −
+

+ nmعددي صحيح است (. 
tx باشد، تغيير متغير  عددي فردnاگر  =sinرود  بكار مي . 
cos عددي فرد باشد، تغيير متغير mاگر  x t=رود  بكار مي.  
nmاگر  ttgxتغيير متغير   عددي زوج باشد،+ tgxيا  (= =cot ( بريم را بكار مي . 

 هائي به شكل   براي انتگرالهابه ويژه ، اين نوع تغيير متغير
( cot ng xdx∫ ,( يا    ntg xdx∫  

 و mر اگ.  اعداد مثبت باشندm و nاما آخرين تغيير متغير نامناسب است هرگاه . مناسب هستند 
nرا با كمك  توانرسد كه مناسبتر است روش تقليل  اعداد نامنفي زوج باشند، آنگاه به نظر مي 

 : تبديلات مثلثاتي

( ) ( )2 21 11 2 , sin 1 cos 2
2 2

cos x cos x x x= + = −  

1sinيا  . sin 2
2

x cosx x=بكار بريم  . 
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 ٥٣ 

  :دهاي زير را محاسبه كني  انتگرال:٢١مثال 

  ( )
3 11sin

dx ii
xcosx∫ ( )i

x
xdx

∫ 3 2

3

cos

sin     

. ( )ivdx
x
x

∫ 3

4

sin
cos    ( )7tg xdx iii∫  

) .حل )i 3 در اينجا=mدهيم  قرار مي.  عددي فرد استsin ,cosxdx dt x t= −  و بدست =
 . آوريم مي

2 1 73
2 3 3 3

3 2

sin 3(1 ) 3
7cos

xI dx t t dt t t C
x

−

= = − − = − + +∫ ∫ 

23 13 cos 1
7

x cos x C = − + 
 

. 

( )ii  در اينجا هر دو توان
3
 و −11

3
1

4 اعدادي منفي بوده و حاصلجمع آنها −
3
1

3
11

−=−− 
 دهيم  عددي زوج است، بنابراين قرار مي

2;
cos

dxtgx t dt
x

= = . 
 پس

11 52
3 3

34 11 113

1dx tI dt t t dt
cos x tg x t

− − +
= = = + 

 
∫ ∫ ∫    

 
( )23 2

8 3
2 23

3 1 43 3
8 2 8 .

tg x
t t C C

tg x tg x

− − +
= − − + = − + .  

 
( )iii  با قراردادنttgx = ، x arctgt=،   21 t

dtdx
+

 آوريم  بدست مي=

7 7 5 3
2 21 1

dt tI tg xdx t t t t dt
t t

 = = = − + − + + ∫ ∫ ∫  

( ) Ctttt
++−+−= 2

246
1ln

2
1

246
              

. Cxxtgxtgxtg +++−= cosln
2
1

4
1

6
1 246 . 

 
( )iv  در اينجاxsinدهيم  قرار مي.  داراي تواني فرد است 

, sincosx t xdx dt= − =  
 . آوريم انتگرالي از يك تابع منطق بدست ميو 
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 ٥٤ 

.
( )

4 4

24 2

sin
sin 1

cos x x tI dx dt
x t

= = −
−

∫ ∫ . 

ر است كه از روش جزء به گيري كسرهاي منطق، بهت براي اين مساله، بجاي استفاده از روش انتگرال
 دهيم قرار مي. زء استفاده كنيم ج

( )
3

22
;

1

tdtu t dv
t

= =
−

 

 در اين صورت 

.
( )

2
2

13 ;
2 1

du t dt u
t

= =
−

. 

 بنابراين 

( ) ( ) dt
t

t
t

t
t

dtt
t

tI ∫∫ −
+−

+
−

−=
−

+
−

−= 2

2

2

3

2

2

2

3

1
11

2
3

1212
3

12
 

( ) =+
−
+

+−
−

−= C
t
tt

t
t

1
1ln

4
3

2
3

12 2

3
 

3

2

cos 3 3 1 cosln
2sin 2 4 1 cos

x xcosx C
x x

+
= − − + +

−
. 

 
 : پردازيم ر ميهاي زي  خاتمه به انتگرالرد (6)

cos cos , sin cos , sin sinmx nxdx mx nxdx mx nxdx∫ ∫ ∫ . 
)هاي زير محاسبه مي شوند  ها با استفاده از فرمول اين انتگرال )nm ≠ 

( ) ( )1cos cos cos cos
2

mx nx m n x m n x= + + −    

( ) ( )1sin sin sin
2

mx cosnx m n x m n x= + + −    

( ) ( )1sin sin cos
2

mx nx m n x cos m n x= − + + −   . 
 به عنوان مثال 

( ) ( )1cos cos cos cos
2

mx nxdx m n x m n x dx= + + −  ∫ ∫  
( )
( )

( )
( ) C

nm
xnm

nm
xnm

+
−
−

+
+
+

=
2

sin
2

sin .      

 . گردند دو انتگرال ديگر نيز به طريق مشابه محاسبه مي
 
  انتگرال بعضي توابع اصم با استفاده از تغيير متغير مثلثاتي ١٠.  ٥
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 ٥٥ 

 :گرديم  باز مي٧.  ٥ بار ديگر به انتگرال بخش 
)1(),( 2 dxcbxaxxR∫ ++  

 و a≠0كه در آن 
2

0
4
bc

a
−  است، ٦.  ٥ در بخش II انتگرال داراي شكل a=0در حالت  (≠

براي 
2

0
4
bc

a
−  ، داريم =

2
2

2
bax bx c a x
a

 + + = + 
 

 ، و با تابعي منطق سروكار داريم به شرط 

cbxax تابع a>0براي  . a<0آنكه  در اينجا )  تعريف نشده استx به ازاي هيچ مقدار 2++
 روشي را ارائه خواهيم داد كه اين انتگرال را به انتگرالي به شكل 

(2)          ( )sin ,cosR z z dz∫ 
 . وديمكند كه در بخش قبل آن را بررسي نم تبديل مي
 : كنيم اي زير راديكال را تبديل مي سه جمله









−+






 +=++

a
bc

a
bxacbxax

42

22
2 . 

tبا قراردادن 
a

bx =+
2

 ، dtdx  در اين صورت . دهيم  تغيير متغير مي=
2

2 2

4
bax bx c at c

a
 

+ + = + − 
 

. 

 : كنيم هاي ممكن را بررسي مي تمامي حالت
 

0 و a<0فرض كنيم  (1)
4

2
>−

a
bc 2 ، با نامگذاريma 2 و =

2

4
n

a
bc   داريم −=

2222 ntmcbxax +=++ . 

فرض كنيم  (2)
2

0, 0
4
bc a

a
− <   در اين صورت .<

2
2 2,

4
ba m c n

a
= − = −  

  ،لذا
2222 ntmcbxax −=++ . 

0 و a>0 فرض كنيم (3)
4

2
>−

a
bc. در اين صورت  

2
2 2,

4
ba m c n

a
= − − =  

 ،بنابراين
2 2 2 2ax bx c n m t+ + = − . 
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 ٥٦ 

 و a>0 فرض كنيم (4)
2

0
4
bc

a
− cbxax دراين حالت .>  به يك x به ازاي هر مقدار 2++

 . شود كه از بحث فعلي ما خارج است عدد مختلط تبديل مي
 : يابد هاي زير تقليل مي  به يكي از انتگرال(1)بدين طريق ، انتگرال 

(3 )a    dtntmtRI ),(. 222∫ + 
(3 )b    dtntmtRII ),(. 222∫ − 
(3 )c   dttmntRIII ∫ − ),(. 222 

3)بديهي است كه ، انتگرال  )aتقليل داد هرگاه تغيير متغير (2)توان به انتگرالي به شكل   را مي  

tgz
m
nt =  

 را بكار بريم، زيرا در اين صورت داريم 
2 2 2

2,
cos cos

n n dzm t n dt
z m z

+ = = . 
3)انتگرال  )bتقليل داد هرگاه تغيير متغير (2)توان به انتگرالي به شكل   را مي  

z
m
nt sec=  

ztgzdzرا بكار بريم، زيرا در اين صورت داريم 
m
ndt sec= و ntgzntm =− 222 .  

3)انتگرال  )c با تغيير متغير  

z
m
nt sin=  

zdzآيد، زيرا در اين صورت داريم   درمي(2)به شكل 
m
ndt cos= و zntmn cos222 =− . 

 

 : هاي زير  انتگرال  مطلوبست محاسبة:٢٢مثال 

( )
2

2

9 x dx i
x
−

∫  ( )iidxx∫ + 52 

( )iii
xx
dx

∫
− 923

  
( )

( )iv
xx

dx
∫

++
3225

. 

) .حل )i فرض كنيم θsin3=x.رت  در اين صوθθddx cos3= و  
2 2 29 9 9sin 3 cos 3cosx θ θ θ− = − = =  

 بنابراين 

( )
2

2
2 2

9 3cos 3cos cot
9sin

x dx d g d
x

θ θ θ θ θ
θ

−
= =∫ ∫ ∫  
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 ٥٧ 

( )2cot 1 1 cotg d g Cθ θ θ θ= + − = − − +∫ .                               
 با توجه به شكل زير داريم 

2 2

2

9 9 sin .
3

x x xdx arc C
x x
− −

= − − +∫  
 
 
 
 
 
 
 
 

  ٢ . ٥شکل 
( )ii  فرض كنيمθtgx 25 در اين صورت =5 secdx dθ θ= و  

θθθ sec5sec5555 222 ==+=+ tgx . 
 بنابراين 

∫∫∫ ==+ θθθθθ dddxx 322 sec5)sec5(sec55 . 
∫حال انتگرال  xdx3secنمائيم  فرض كنيم  را به روش جزء به جزء محاسبه مي . 

xdxdvxu 2sec,sec ==  
 پس 

 sec ,du xtgxdx v tgx= =                             

 لذا 
∫ ∫−= xdxxtgxtgxxdx 23 secsecsec  

   ( )dxxxxtgx ∫ −−= 1secsecsec 2                          
∫ ∫+−= xdxxdxxtgx secsecsec 3 .   

)          شود كه  به سادگي ديده مي(  sec ln secxdx x tgx C= + +∫ 
3secبا اضافه نمودن  xdx∫آوريم   دو طرف بدست مي به هر 

32 sec sec ln sec 2xdx xtgx x tgx C= + + +∫  
 و در نتيجه 

Ctgxxxtgxxdx +++=∫ secln
2
1sec

2
1sec3 . 
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 کاربردهای مشتق و پیوستگی :٤فصل 
 

 ٥٨ 

 بنابراين 

Ctgtgdxx +++=+∫ θθθθ secln
2
5sec

2
552 . 

 با توجه به شكل زير داريم 

Cxxxxdxx ++
+

+
+

=+∫ 55
5ln

2
5

5
.

5
5.

2
55

22
2  

2 21 5 55 ln 5 ln 5
2 2 2

x x x x C= + + + + − +  
2 2

1
1 55 ln 5
2 2

x x x x C= + + + + + .            
 
 
 
 
  ٣ . ٥شکل 

( )iii  فرض كنيمθsec3=x،   3بنابراينsecdx tg dθ θ θ= و  
2 2 29 9sec 9 3 3x tg tgθ θ θ− = − = = . 

 لذا 
2

33 2

3sec 1 cos
27sec 3 279

dx tg d d
tgx x

θ θ θ θ θ
θ θ

= =
−

∫ ∫ ∫  

( )1 1 11 2 sin 2
54 27 2

cos d Cθ θ θ θ = + = + + 
 ∫  

( )1 sin .
54

cos Cθ θ θ= + +  

 با توجه به شكل زير داريم 
2

3 2

1 3 9 3cos .
549

dx xarc C
x x xx x

 −
= + +  −  

∫ . 
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 کاربردهای مشتق و پیوستگی :٤فصل 
 

 ٥٩ 

٤ .  ٥شکل    
( )iv  داريم ( )22 1425 ++=++ xxx.دهيم   قرار ميtx   و در اين صورت 1+=

( ) ( )∫∫
+

=
++

=
3232 425 t

dt

xx

dxI . 

tgzt  متغيرتغيير 2آوريم   داده و بدست مي=2

2dzdt
cos z

= ،  

z
ztgt

cos
2124 22   بنابراين  .+=+=

2 2 2

1 1 1 1 12cos sin .
4 4 4 41 4 5 21

4

t
tgz xI zdz z C C C C

tg z t x x
+

= = + = + = + = +
+ + +

+
∫
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 ١حساب و دیفرانسیل و انتگرال
 دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین 

  انتگرال نا معین :٥فصل 
 

 ١ 

 فصل پنجم
 انتگرال نامعين

 
 

  ضد مشتق و انتگرال نامعين ١.   ٥
 : از فصل چهارم مسأله زير را مورد بررسي قرار داديم٢در بخش 

 
) تابع :تعريف )xF تابع )ضد مشتق(تابع اوليه  را يك ( )xf بر بازه [ ]ba,ناميم در   مي
) از اين بازه داشته باشيم xرتي كه به ازاي هر صو ) ( )xfxF =′ . 

 به علاوه 
 

) اگر :١قضيه  )xF1 و ( )xF2تابع  تابع اوليه تابع مفروضو د ( )xf بر بازه Iآنگاه  باشند ،
  وجود دارد به طوري كه Cها تنها در يك عدد ثابت است، يعني، عدد ثابتي مانند  اختلاف آن

.( ) ( ) CxFxF += 12 
 . در فصل چهارم مراجعه نمائيد١٤ به قضيه .اثبات

 
)شود كه اگر براي تابع مفروض  از قضيه بالا نتيجه مي )xf تنها يك تابع اوليه ( )xF را بتوانيم پيدا 

)كنيم، آنگاه هر تابع اوليه ديگر به شكل  ) CxF در حقيقت . ، استC، به ازاي يك مقدار ثابت +
 . ايم با يافتن يك تابع اوليه ما تمامي توابع اوليه را يافته

 

)  اگر:تعريف )xF يك تابع اوليه ( )xf باشد، آنگاه عبارت ( ) CxF  مقدار C را، كه در آن +
) تابع انتگرال نامعينثابت دلخواهي است،  )xf ناميده و آن را با علامت ( )dxxf∫ نمايش 

 . دهند مي
)لذا، بنابر تعريف، اگر  ) ( )xfxF  ، آنگاه ′=

( ) ( ) .CxFdxxf +=∫ 
)در اينجا،  )xf تابع زير علامت انتگرال ،( )dxxf عبارت زير علامت  (گيري عنصر انتگرال
 اي از توابع خانوادهبنابراين يك انتگرال نامعين . شود  ناميده ميتگرالعلامت ان ∫و ) انتگرال
)مانند  ) CxFy  . است=+
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  انتگرال نا معین :٥فصل 
 

 ٢ 

ها است كه هر كدام از آنها با انتقال  اي از منحني از نقطه نظر هندسي، يك انتگرال نامعين خانواده
 زيردر شكل . آيد ه طرف بالا يا پايين، بدست ميها، ب Yها در امتداد محور  يكي از منحني

∫ += Cxdxx 3y و منحني 323 x C= 0,0 به ازاي سه مقدار + =>′= CCC 0 و<′′= CC 
 .رسم شده است

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ١ . ٥شکل 
 

هر تابعي مانند ) ين انتگرال نامعينو بنابرا(شود كه آيا توابع اوليه  اكنون اين پرسش مطرح مي
( )xf وجود دارد؟ جواب منفي است و توابعي به شكل  

( ) ( )2 21 sin, 1 sin 1 , 0 , ,
x cos x xk x k e

lnx x x
α

α− < < 
 .هايي از اين دسته توابع هستند نمونه

 

 ) انتگرال نامعين (هاي تابع اوليه برخي از ويژگي
 :شود كه از روي تعريف انتگرال نامعين ديده مي

) مشتق يك انتگرال نامعين برابر است با تابع زير علامت انتگرال، يعني، اگر (1) ) ( )xfxF   آنگاه ′=

.( )( ) ( )( ) ( )xfCxFdxxf =′+=
′

∫ 
 .تساوي بالا بدين معني است كه مشتق هر تابع اوليه برابر با تابع زير علامت انتگرال است

 ديفرانسيل يك انتگرال نامعين مساوي با عبارت زير علامت انتگرال است، يعني (2)
( )( ) ( ) .dxxfdxxfd =∫ 

)                زيرا )( ) ( )( ) ( )( ) ( )dxxfdxCxFdxdxxfdxxfd =′+=
′

= ∫∫. 

 ني  انتگرال نامعين ديفرانسيل يك تابع مساوي است با اين تابع به  اضافه يك مقدار ثابت، يع(3)
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 ٣ 

( )( ) ( ) .d F x F x C= +∫ 

)زيرا  )( ) ( )dxxFxFd   و لذا =′

( )( ) ( ) ( ) .CxFdxxFxFd +=′= ∫∫ 

 شان است، يعني ي ها انتگرال نامعين حاصلجمع دو تابع مساوي با حاصلجمع انتگرال:٢قضيه 

(1)           .( ) ( )( ) ( ) ( )dxxfdxxfdxxfxf ∫ ∫∫ +=+ 2121 

 داريم . كنيم ي فوق، مشتق دو طرف اين تساوي را محاسبه مي براي اثبات تساو.اثبات 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )xfxfdxxfxf 2121 +=
′

+∫ 

 و 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )

1 2 1 2

1 2 .

f x dx f x dx f x dx f x dx

f x f x

′ ′ ′
+ = +

= +

∫ ∫ ∫ ∫ 

ها فقط در يك عدد   با هم برابر هستند و لذا اختلاف آن(1)هاي دو طرف تساوي  بنابراين مشتق
 .داريم (1)وي اين همان دركي است كه ما از تسا. ثابت است

 عدد ثابتي باشد، αيعني، اگر  توان از علامت انتگرال بيرون آورد،  عامل ثابت را مي:٣ قضيه 
 آنگاه 

(2)                   .( ) ( )∫ ∫= dxxfdxxf αα 

 :گيريم  مشتق مي(2)از دو طرف تساوي . اثبات

( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ).

f x dx f x

f x dx f x dx f x

α α

α α α

′
=

′ ′
= =

∫

∫ ∫
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  انتگرال نا معین :٥فصل 
 

 ٤ 

ها تنها در يك عدد ثابت  هاي طرف راست و طرف چپ مساوي هستند، بنابراين اختلاف آن مشتق
 .است

 :كنيم توجه به قوانين زير سودمند خواهد بود هاي نامعين را محاسبه مي  وقتي انتگرال

( )I    اگر( ) ( ) CxFdxxf   آنگاه ∫=+

(3)                 ( ) ( )∫ += .1 CaxF
a

dxaxf 

 :آوريم  بدست مي(3)گيري از طرفين  در حقيقت با مشتق

                                       ( )( ) ( )f ax dx f ax
′

=∫ 

)                   و  ) ( )( ) ( ) ( )1 1 .
ax

F ax F ax a F ax f ax
a a

′ ′  ′= × = = 
 

 

 . خواستيم ثابت كنيم هاي دو طرف راست و چپ مساوي هستند و اين همان است كه مي مشتق

( )II اگر ( ) ( ) CxFdxxf    آنگاه∫=+

(4)           ( ) ( ) .CbxFdxbxf ++=+∫ 

(5)     ( ) ( ) .1 CbaxF
a

dxbaxf ++=+∫ 

 .گيري از طرفين هر كدام ثابت نمود توان با مشتق  را مي(5) و (4)هاي  درستي تساوي

 : انتگرالهاي زير را محاسبه نماييد:١مثال 

(1) ( )∫ +− dxxxx 5sin32 3  (2) ∫ 







++ dxxx

xx
4

3 2
13 

(3)7cos x dx∫   (4) ( )∫ − dxx 62sin. 

)                            (1).حل )∫ ∫ ∫ ∫+−=+− dxxdxxdxxdxxxx 5sin325sin32 33 

                                                   ∫ ∫∫ +−= dxxdxdxx 2
1

3 5sin32 
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 ٥ 

      ( )
1 13 1 2

41 102 3 5 3 .13 1 2 31
2

x xcos x C x cos x x x C
++

= − − + + = + + +
+ +

 

(2)                              
1 1 5

4 3 2 4
3

3 1 13
22

x x dx x dx x dx x dx
x x

− − 
+ + = + + 

 
∫ ∫ ∫ ∫ 

 
1 1 51 1 1
3 2 4

3 2 2 41 9 43 .1 1 52 2 91 1 1
3 2 4

x x x C x x x x C
− + − + +

= + + + = + + +
− + − + +

 

(3)                                                                               .17 sin 7
7

cos xd x C= +∫ 

(4)                                                          . ( ) ( )1sin 2 6 2 6
2

x dx cos x C− = − − +∫ 

 

پذير از   تابعي مشتقg فرض كنيم ):قاعده زنجيري براي تابع اوليه (٤قضيه 
xبوده و حوزه مقادير gاي مانند   بازهIفرض كنيم .  باشدf تابعي باشد كه بر I تعريف شده 

 .  باشدI بر f يك تابع اوليه Fاست و اين كه 

)دراين صورت اگر  )xgu )، آنگاه = )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )∫∫ +=+==′ CxgFCuFduufdxxgxgf 

) چون .اثبات )xgu ه ج است، نتيI بر f يك تابع اوليه F؛ و چون   استI در بازه u پس=

)                گيريم كه مي ) ( ) ( ) ( ) ( )uf
du

udFuFCuFduuf ==′+=∫ ,. 

)همچنين  )( ) ( )
dx

udF
dx

xgdF
 آوريم دن قاعده زنجيري براي مشتق بدست مي با بكار بر. =

( )( ) ( ) .
dF g x dF u du

dx du dx
)، و لذا = )( ) ( )

dx
duuf

dx
xgdF )چون . =. )xgu خواهيم داشت  ، =

( )( ) ( )( ) ( ).
dF g x

f g x g x
dx

 گيريم  كه از آن نتيجه مي=′

( )( ) ( ) ( )( ) .. CxgFdxxgxgf +=′∫ 
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 ٦ 

 بالاخره با استفاده از آنچه كه گفته شد

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )f g x g x dx f u du F u C F g x C′ = = + = +∫ ∫ 

 . خواستيم ثابت كنيم  و اين همان است كه مي

در اين صورت اگر . پذير باشد  تابعي مشتقg با استفاده از قضيه بالا، فرض كنيم كه :نتيجه
( )xgu  ، آنگاه =

( ) ( ) ( ) 1
1

1 1

nn
n n g xug x g x dx u du C C

n n

+
+   ′ = = + = +   + +∫ ∫ 

 .n≠−1كه در آن 

 : شوند هاي زير بسادگي محاسبه مي  انتگرال:٢ال مث

(1)                                    ( ) ( ) ( )92
8 82 2

5 31 15 3 5 3 6 . .
6 6 9

t
t t dt t tdt C

+
+ = + = +∫ ∫ 

(2)                                                   ( ) ( )dxxxdxxx ∫∫ −−
−

=− 25
1

35 32 1247
12

147 

                                          ( ) .47
72

5
5
6

3 Cx +−
−

= 

(3)                              ( ) ( )
3

3 4 3 4 4 21 1 25 4 5 . 5
4 4 3

x x dx x x dx x C+ = + = + +∫ ∫ 

                                      ( ) .5
6
1 34 Cx +++= 

(4)                                ( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 3 31 13 sin .
3 3

x cos x dx x cos x dx x C= = +∫ ∫ 
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  انتگرال نا معین :٥فصل 
 

 ٧ 

 

 

 ها  جدول انتگرال
دهيم كه انتگرال  گيري بپردازيم، جدول زير را ارائه مي قبل از آنكه  به بيان روشهاي انتگرال

ها اگر از طرف راست  براي اطمينان از درستي هر يك از فرمول. دهد ترين توابع را بدست مي ساده
لامت انتگرال در طرف چپ آن تساوي بدست  مشتق بگيريم تابع زير عxهر تساوي نسبت به 

 .خواهد آمد

.1 ( )1
1

.
1

−≠+
+

=
+

∫ nC
n
xdxx

n
n) هاي بعدي،  در اينجا و در فرمولCثابت دلخواهي است (. 

.2 . sin cosx dx x C= − +∫                .3. sincos x dx x C= +∫ 

.4 Cx
x

dx
+=∫ ln.                 .5 2. dx tgx C

cos x
= +∫ 

.6 2.
sin

dx cotg x C
x

= − +∫               .7. lntg x dx cos x C= − +∫ 

.8. ln sincotg x dx x C= +∫              .9 ∫ += Cedxe xx. 

.10C
a

adxa
x

x +=∫ ln
.                       .11 ∫ +=

+
Ctgxarc

x
dx

21
. 

.122 2

1. dx xarctg C
a x a a

= +
+∫            .13C

xa
xa

axa
dx

+
−
+

=
−∫ ln

2
1. 22 

.14Cxarc
x

dx
+=

−∫ sin
1

.
2

              .15
2 2

. sindx xarc C
aa x

= +
−

∫ 

.162 2

2 2
. lndx x x a C

x a
= + ± +

±
∫  

)                                             داريم 7براي فرمول  ) sinln xcos x tg x
cos x

′ −
− = − = 
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 ٨ 

.،        در نتيجه lntg x dx cos x C= − +∫ 

 

 

  داريم 13براي فرمول 

                                                            
1 1ln ln ln
2 2

a x a x a x
a a x a

′
 +  ′=  + − −    − 

 

                              22
111

2
1

xaxaxaa −
=





−
+

+
= 

 ،           بنابراين

                                                          .ln
2
1

22 C
xa
xa

axa
dx

+
−
+

=
−∫ 

  داريم 16براي فرمول 

222222

22 111ln
axax

x
axx

axx
±

=














±
+

±+
=

′





 ±+ 

 بنابراين، 

∫ +±+=
±

.ln 22
22

Caxx
ax

dx 

 

 گيري  هاي انتگرال روش
سعي ما بر اين است كه، تا حد امكان . دهيم گيري را ارائه مي هاي مختلف انتگرال در اين بخش روش

ترين صورت هر روش بيان گردد، فايده اين مطلب در آن است كه در مواجه شدن با هر مسأله  كلي
توانند نتيجه مطلوب را  ها بهتر مي ا را، مبني بر اينكه كدام روش يا روشانتگرال نامعين تشخيص م
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 ٩ 

هاي مختلفي آورده خواهد  پس از بحث كلي در مورد هر روش، مثال. سازد بدست دهند، آسانتر مي
 .شد

 

  روش تغيير متغير ٢.  ٥
 فرض كنيم كه هدف ما يافتن انتگرال نامعين 

( ) ;dxxf∫ 

)توانيم مستقيماً تابع اوليه   عين حالي كه نميباشد و در )xfدانيم اين تابع   را پيدا كنيم اما مي
 متغير عبارت زير علامت انتگرال را، با قرار دادن . اوليه وجود دارد

(1)              ( )tx ϕ= 

)كنيم كه در آن  عوض مي )tϕ در اين .  استوارونو داراي تابع ) با مشتق پيوسته( تابعي پيوسته
)صورت  )dx t dtϕ′=  ،ثابت خواهيم كرد كه در اين حالت معادله زير را داريم: 

(2)       .( ) ( )[ ] ( )dtttfdxxf ϕϕ ′= ∫∫ 

مقدار آن را بر حسب  tگيري، در سمت راست، بجاي  از انتگرالدر اينجا فرض بر اين است كه بعد 
x دهيم  قرار مي(1) با استفاده از . 

 هاي آن هاي راست و چپ يكسان هستند، لازم است نشان دهيم كه مشتق براي اثبات اين كه عبارت
 :كنيم مشتق طرف چپ را پيدا مي.  با هم مساوي هستندxدو نسبت به 

.( )( ) ( )
x

f x dx f x
′

=∫ 

.  استه متغير واسطtگيريم، كه در آن   مشتق ميx به عنوان تابعي مركب از (2)از طرف راست 

) داده شده است، در اينجا (1) بوسيله x به tبستگي  )dx t
dt

ϕ′=گيري تابع   و بنابر قاعده مشتق
 ، وارون

.
( )
1dt

dx tϕ
=

′
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 ١٠ 

)                                    لذا داريم  ) ( )( ) ( ) ( )( )
x t

dtf t t dt f t t dt
dx

ϕ ϕ ϕ ϕ
′ ′

′ ′=      ∫ ∫ 

.( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( )xftf
t

ttf ==
′

′= ϕ
ϕ

ϕϕ 1. 

 با هم مساوي هستند و اين همان x نسبت به (2)هاي راست و چپ  هاي طرف بنابراين مشتق
 .خواستيم است كه مي

)تابع  )tx ϕ= (2)طرف راست  بايستي طوري انتخاب شود كه محاسبه انتگرال نامعين در 
 .امكانپذير باشد

)گيري، گاهي بهتر است كه تغيير متغير را به شكل   در هنگام انتگرال:نكته )xt ψ= و نه 
( )tx ϕ=به عنوان توضيح، فرض كنيم محاسبه انتگرالي به صورت .  انتخاب كنيم 

( )
( )∫

′
x
dxx

ψ
ψ 

)در اينجا مناسب است كه قرار دهيم . مورد نظر باشد ) tx =ψ و در اين صورت ( ) dtdxx =′ψ. 
 بنابراين داريم 

( )
( ) ( )ln ln .
x dx dt t C x C

x t
ψ

ψ
ψ
′

= = + = +∫ ∫ 

 .هاي زير توجه نمائيد به مثال

sin: ٣مثال  cos ( )x x dx i∫  ( )∫ +
ii

x
dxx

41
  ( ) ( )iii

x
dxx∫ 3ln 

                ( )sec x dx iv∫      ( )2 22sin 3
dx v

x cos x+∫ 

) .حل )i تغيير متغير xt sin=داريم . دهيم  ميdt cos x dx=و در نتيجه ،  

3
1 32
2 22sin 2 sin .

3 3
tx cos x dx t dt t dt C x C= = = + = +∫ ∫ ∫ 
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 ١١ 

( )ii 2دهيم  قرار ميxt dxxdt در اين صورت =   و =2

2
4 2

1 1 1 .
1 2 1 2 2
xdx dt arc tg t C arc tg x C

x t
= = + = +

+ +∫ ∫ 

( )iiiدهيم قرار مي  xt ln= ؛ در اين صورت
x

dxdt   و =

( ) ( ) .ln
4
1

4
ln 4

4
33 CxCtdtt

x
dxx +=+==∫ ∫ 

( )ivتوان نوشت  ي م 

.
2sec sec secsec sec .

sec sec
x tg x x tg x xx x
x tg x x tg x

+ +
= =

+ +
 

secuپس با انتخاب . شود كه صورت آخرين كسر مشتق مخرجش است ديده مي x tg x= + 
)آوريم  بدست مي )2sec secdu x tg x x dx=   و بنابراين +

2sec secsec ln ln sec .
sec
x tg x x dux dx dx u C x tgx C

x tg x u
+

= = = + = + +
+∫ ∫ ∫ 

( )v2نتگرال را بر ابتدا صورت و مخرج تابع زير علامت اcos xكنيم  تقسيم مي: 

2

2 2 22sin 3 2 3

dx
dx cos x

x cos x tg x
=

+ +∫ ∫ 

xtgtو سپس در انتگرال بدست آمده تغيير متغير  2لذا . دهيم  مي=

dxdt
cos x

 و انتگرال به =

 : آيد صورت زير در مي

2

2 2
2

1
32 3 2 3 2
2

dx
dt dtcos x

tg x t t
= =

+ + +
∫ ∫ ∫ 

1 1 1 3. .
2 23 3 6

2 2

tarc tg C arc tg tg x C

 
   
 = + = +      
 
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 ١٢ 

 

 

): ٤مثال  )idx
x
x

x∫ −
+

− 1
1ln

1
1

2  ( )ii
e

dx
x∫ +1

 

   ( )
( )

( )iii

x
xtgarcxx

dxx
∫ +

++

−
113

1
2

24

2

  ( )ivdx
x

xa
∫

−
4

22

 

   ( )v
( )∫ − 25 1cos xxarc

dx. 

) .حل )i تغيير متغير 
x
xt

−
+

=
1
1lnم داري. گيريم  را در نظر مي( ) ( )xxt −−+= 1ln1ln و لذا  

.2

1 1 2
1 1 1

dxdt dx
x x x

− = − = + − − 
 

 بنابراين 

.
1
1ln

4
1

4
1

2
1

1
1ln

1
1 2

2
2 C

x
xCtdttdx

x
x

x
+








−
+

=+==
−
+

− ∫∫ 

( )ii تغيير متغير tex  گيريم كه   داده و نتيجه مي1+=

.( )1 , ln 1 ,
1

x dte t x t dx
t

= − = − =
−

 

 با جايگذاري در انتگرال داريم 

( ) Cttdt
tttt

dt
e

dx
x +−−=






 −

−
=

−
=

+ ∫∫∫ ln1ln1
1

1
11

 

( ) .1ln Cex x ++−= 
( )iiiنويسيم  انتگرال را به صورت زير مي: 

.( )
( )

2 2

2 2
4 2

111
1 1 13 1 1

dxx dx xI
xx x arc tg x arc tg xx x x

 − −  = =
+     + + + + +    

     

∫ ∫ 

tتغيير متغير 
x

x =+
dtdxآوريم   را در نظر گرفته و بدست مي1

x
=






 − 2

  كه از آنجا 11

.( )∫ +
=

ttgarct
dtI

12 
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 ١٣ 

uttgarcمجدداً تغيير متغير  duدر اين صورت . گيريم  را در نظر مي=
t

dt
=

  و 12+

 
1ln ln ln .duI u C arc tgt C arc tg x C

u x
 = = + = + = + + 
 ∫ 

( )iv تغيير متغير 
t

x 1
2tآوريم   را در نظر گرفته و بدست مي=

dtdx  بنابراين . =−

2
2 2 2

2 2
4

2
4

1

1 .
1

aa x tI dx dt t a t dt
x t

t

−−
= = − = − −

 
 
 

∫ ∫ ∫ 

zta: دهيم بار ديگر تغيير متغير مي 22در اين صورت ،122−= 2a td t z dz=و 

( )
3

2 2 2
2 3

2 2 2 3

1 1 .
3 3

a x
I z dz z C C

a a a x
−−

= = − + = − +∫ 

( )v تغيير متغير arc cos x t=دهيم و داريم   مي
21

dx dt
x

= −
−

  پس.

( ) ( )
4

455 2

1 1 .
4 41

dx dtI t C C
t arc cos xarc cos x x

−= = − = + = +
−

∫ ∫ 

 

  جزء به جزء روش٣.  ٥
 از υuدر اين صورت ديفرانسيل حاصلضرب .  باشندxپذير از  توابعي ديفرانسيلυ و uفرض كنيم 

 :گردد فرمول زير محاسبه مي
           ( ) duudud υυυ += 

 گيري، داريم   با انتگرال جا،كه از آن
           ∫ ∫+= duduu υυυ 

 يا 
(1)       .∫ ∫−= duudu υυυ 

گيري  بيشترين كاربرد آن در انتگرال.  معروف استگيري جزء به جزء انتگرالاين فرمول به دستور 
ud حاصلضربي از دو عامل ها را به شكل توان آن هايي است كه مي عبارت ,υ نمايش داد به طريقي 

∫، و محاسبه انتگرال υd از روي ديفرانسيل آن υكه پيدا نمودن تابع  duυ ،هر دو با هم ،
∫تر از محاسبه مستقيم  اي ساده مسأله υudيابي به توانايي تجزيه درست عنصر  براي دست.  باشد
هاي زير  به مثال.  بايستي به تعداد كافي مسأله حل نمودdυو uهاي  گيري به عامل انتگرال
 . پردازيم مي
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 ١٤ 

 

): ٥مثال  )idxxx∫ sin  ( )∫ iidxxtgarc 

( )∫ iiidxex x2    ( )ivdxxa∫ − 22  
( )1 cosxI e x dx vα β= ∫  ( )vidxxeI x βα sin2 ∫= 

( ) ( )viidxexxI x∫ −+−= 522. 

). حل )i فرض كنيم u x=و sind x dxυ cos, در اين صورت ،= x du dxυ = −  نابراين ب. =
sin cos sin .x x dx x cos x cos xdx x x x C= − + = − + +∫ ∫ 

 
( )ii با فرض ,d dx u arc tg xυ = 21 داريم = x

dxdu
+

 لذا . x=υ و =

( ) .1ln
2
1

1
2

2 Cxxtgarcx
x

dxxxtgarcxdxxtgarc ++−=
+

−=∫ ∫ 
 

( )iii 2 فرض كنيم, xudxed x ==υ ؛ بنابراينdxxduex 2, ==υ ، 
∫ ∫−= .222 dxxeexdxex xxx 

xudxedفرض كنيم . كنيم مجدداً از روش جزء به جزء براي آخرين انتگرال استفاده مي x == 11 ,υ ،
dxduexدر اين صورت  == 11 ,υ . لذا 

∫ ∫ +−=−= .1Cexedxexedxxe xxxxx 
 آوريم  بالاخره بدست مي

( ) ( ) .222 2
1

22 CxxeCexeexdxex xxxxx ++−=+−−=∫ 
 

( )iv  22با ضرب صورت و مخرج تابع زير علامت انتگرال در xa  : داريم−

∫ ∫ ∫∫ −
−

−
=

−

−
=−=

22

2

22
2

22

22
22

xa
dxx

xa
dxadx

xa
xadxxaI 

                                 .sin
22

2 ∫ −
−=

xa
xdxx

a
xarca 

dxduxuفرض كنيم. نماييم آخرين انتگرال را به روش جزء به جزء محاسبه مي == , 

., 22
22

xa
xa

xdxd −−=
−

= υυ  .براين  بنا 

.2222
2222

2

dxxaxax
xa

xdxx
xa

dxx
∫∫ ∫ −+−−=

−
=

−
 

 با قرار دادن اين نتيجه در عبارت بدست آمده براي انتگرال مفروض، داريم
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 ١٥ 

∫∫ −−−+=−= dxxaxax
a
xarcadxxaI 2222222 sin 

 يا 
222 sin2 xax

a
xarcaI −+= 

 آوريم  و با توجه به تعريف انتگرال نامعين بالاخره بدست مي

.
2

sin
2

22
2

22 Cxax
a
xarcadxxaI +−+=−= ∫ 

 
 

( )vآوريم   با استفاده از روش جزء به جزء بدست مي 
dxedueu xx αα α== , 

1cos , sind xd x xυ β υ β
β

= = 

 و لذا 
1 sin sin .x x xe cos x dx e x e x dxα α ααβ β β
β β

= −∫ ∫ 

 :مجددا روش جزء به جزء را برای آخرين انتگرال بکار می بريم
dxedueu xx αα α== , 

1sin , cos .d xdx xυ β υ β
β
−

= = 

 با قرار دادن عبارت بدست آمده در معادله قبلي خواهيم داشت 
2

2 2

1 sin .x x x xe cos x dx e x e cos x e cos x dxα α α αα αβ β β β
β β β

= + −∫ ∫ 

 كنيم   پيدا مي1Iاز اين معادله 
2 2

2 2 2

11 sin 1x xe cos x dx e x cos x Cα αα α αβ β β
β β β β

    
+ = + + +    

    
∫ 

 كه از آنجا 
( )

1 2 2

sin
.

x
x e x cos x

I e cos x dx C
α

α β β α β
β

α β
+

= = +
+∫ 

 
( )viآوريم   به طريق مشابه بدست مي 

( )
2 2 2

sin
sin .

x
x e x cos x

I e xdx C
α

α α β β β
β

α β
−

= = +
+∫ 
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 ١٦ 

( )vii 2 فرض كنيم, 2 5xd e dx u x xυ −= = −  از آنجا  كه+
.( )dxxdue x 22, −=−= −υ 

 لذا 
( ) ( ) ( )∫∫ −−− −++−−=+−= .125252 22 dxexxxedxexxI xxx 

 دهيم قرار مي. بريم مجدداً روش جزء به جزء را براي آخرين انتگرال بكار مي
1 , xu x d e dxυ −= − = 

        كه از آنجا 
xedxdu −−== υ, 

  و لذا
( ) ( )1 2 1 2 1 2 2 .x x x xI x e dx e x e dx xe C− − − −= − = − − + = − +∫ ∫ 

 آوريم كه  بالاخره بدست مي
( ) ( ) .5252 22 CxeCxexxeI xxx ++−=+−+−−= −−− 

 

)از مثال   ای  به عنوان نتيجه:نكته )viiهايي به شكل   در بالا، براي محاسبه انتگرال
( ) axP x e dx∫ كه در آن ( )xPاي است، جواب انتگرال را به صورت   يك چند جمله( ) axexQ 

)گيريم كه در آن  مي )xQاي هم درجه با   يك چند جمله( )xP و با ضرايب مجهول است، يعني  
.( ) ( )∫ += CexQdxexP axax 

 
ي قوا مشتق گرفته و ضرايب xوي بالا نسبت به  براي يافتن ضرايب مجهول از دو طرف تسا

بدين ترتيب يك دستگاه از معادلات . دهيم  در دو طرف را مساوي يكديگر قرار ميxمتناظر از 
اين مطلب . شوند آوريم كه با حل آن ضرايب مجهول پيدا مي خطي براي ضرايب مجهول بدست مي

 .ثال زير توضيح داده شده استدر م
 

) مطلوبست محاسبه انتگرال :٦مثال  )3 23 17 xI x e dx= −∫. 

 دهيم   قرار مي.حل
( ) ( )∫ ++++=− .173 22323 CeEDxBxAxdxex xx 

 آوريم  هاي راست و چپ، بدست مي گيري از طرف با مشتق
( ) ( ) ( )3 2 3 2 2 2 23 17 2 3 2 .x x xx e Ax Bx Dx E e e A x Bx D− = + + + + + + 

 ، داريم xe2با حذف 
( ) ( ) ( ).222322173 233 DExBDxABAxx ++++++=− 
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 ١٧ 

 دهيم  در طرفين اتحاد بالا را مساوي يكديگر قرار ميxضرايب قواي متناظر از 
3 2 ; 0 2 3A B A= = + 

0 2 2 ; 17 2 .D B E D= + − = + 
 با حل دستگاه خواهيم داشت 

.
8

77;
4
9;

4
9;

2
3

−==−== EDBA 
 بنابراين 

( )3 2 3 2 23 9 9 773 17 .
2 4 4 8

x xx e dx x x x e C − = − + − + 
 ∫ 

 

هايي به  توان براي انتگرال  معروف است، ميروش ضرايب نامعينكه به  روش بالا را، :تبصره
 شكل 

( )P x cos ax dx∫ و( )sinP x ax dx∫ 
 .نيز بكار برد

 

گيري جزء به جزء را به  ها مجبور هستيم روش انتگرال  در محاسبه تعدادي از انتگرال:توجه
فرمول تعميم تر با استفاده  وان سريعتر و به شكلي خلاصهت نتيجه را مي. دفعات متوالي بكار بريم
 : بدست آوردگيري جزء به جزء يافته براي انتگرال

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ −′′+′−= ...321 xxuxxuxxudxxxu υυυυ 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1... 1 1n nn n

n nu x u x x dxυ υ− −+ − + − ∫ 
 كه در آن 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1; ;...; .n nx x dx x x dx x x dxυ υ υ υ υ υ −= = =∫ ∫ ∫ 
شوند وجود  هر ميها كه در اين فرمول ظا كنيم كه كليه مشتقات و انتگرال در اينجا، البته، فرض مي

 .داشته باشند
گيري جزء به جزء به ويژه سودمند است وقتي كه  استفاده از فرمول تعميم يافته براي انتگرال

)انتگرال  ) ( )∫ dxxxPn ϕكنيم كه در آن   را محاسبه مي( )xPnاي درجه   يك چند جملهnو  بوده 
)عامل  )xϕ1توان   به طريقي است كه مي+nبه عنوان مثال، .  بار متوالي از آن انتگرال گرفت 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =+−++′−= +∫ C
k
exP

k
exP

k
exPdxexP n

kx
n

n
n

kx

n

kx

n
kx

n 12 1... 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1

11 ... .
n

nnkx
n nn

P x
e P x P x C

k k k +

 −
′= − + + + 

  
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 ١حساب و دیفرانسیل و انتگرال
 دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین 

  انتگرال نا معین :٥فصل 
 

 ١٨ 

 

هاي زير را    انتگرال انتگرال گيری جزء به جزء ، با استفاده از فرمول تعميم يافته براي:٧مثال 
 :پيدا كنيد

( ) ( )3 22 3 1 2x x x cox x dx a− + −∫، 
( ) ( )3 22 3 8 1 2 6x x x x dx b+ − + +∫. 

). حل )a داريم  

( ) ( ) ( )3 2 3 2 2sin 2 22 3 1 2 2 3 1 3 4 3
2 4

x cos xx x x cos x dx x x x x x  − + − = − + − − − + − 
 ∫

 

                                    ( ) sin 2 cos 26 4 6
8 16

x xx C + − − − + 
 

 

          ( ) ( )3 2 2sin 2 2 4 3 6 8 3 .
4 8

x cos xx x x x x C= − + + − + + 
( )b داريم  

( )∫ =++−+ dxxxxx 621862 23 

( ) ( ) ( ) ( )
3 5
2 2

3 2 22 6 2 6
2 3 8 1 6 6 8

3 3.5
x x

x x x x x
+ +

= + − + − + − + 

                          ( ) ( ) ( )
=+

+
−

+
++ Cxxx

9.7.5.3
6212

7.5.3
62612

2
9

2
7

 

                ( )( ) .897399457062
9.7.5

62 23 Cxxxxx
++−−+

+ 
 

 هاي درجه دوم  بع شامل سه جملهوا انتگرال بعضي ت٤ . ٥
I .گيريم انتگرال زير را در نظر مي: 

1 2 .dxI
ax bx c

=
+ +∫ 

 :دهيم اي مخرج را به صورت حاصلجمع يا تفاصل دو مربع نمايش مي ابتدا سه جمله
2 2

2 2 2 2
2 2 2

b c b b c bax bx c a x x a x x
a a a a a a

      + + = + + = + + + −            
 












±






 +=




















−+






 += 2

2

2

22

242
k

a
bxa

a
b

a
c

a
bxa 
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 ١حساب و دیفرانسیل و انتگرال
 دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین 

  انتگرال نا معین :٥فصل 
 

 ١٩ 

كه در آن 
2

2
24

c b k
a a

− = ±. 
بستگي به اين دارد كه عبارت طرف چپ مثبت يا منفي باشد، يعني،  علامت به اضافه يا منها

cbxaxاي  ه جملههاي س ريشه 042توجه كنيد كه .  مختلط يا حقيقي باشند2++ ≠−=∆ acb 
)شود زيرا در غير اين صورت  فرض مي )22 α−=++ xacbxax) αو انتگرال به )  ريشه مضاعف

 .سادگي قابل محاسبه است
 : شكل زير را خواهد داشت1Iبنابراين، انتگرال 

.∫ ∫











±






 +

=
++

=
2

221

2

1

k
a

bx

dx
acbxax

dxI 

tدر اين انتگرال تغيير متغير 
a

bxdtdx =+=
2

 آوريم   داده و بدست مي,

∫ ±
= 221

1
kt

dt
a

I 

 . ندها هست  در جدول انتگرال13 و 12هاي  ها انتگرال اما اين
 

 : مطلوبست محاسبه انتگرال زير:٨مثال 

.∫ ++
=

2082 2 xx
dxI 

  داريم .حل

∫ ∫ ++
=

++
=

1042
1

2082 22 xx
dx

xx
dxI 

 

      .
( )22

1 1
2 4 4 10 4 2 2 6

dx dx
x x x

= =
+ + + − + +∫ ∫ 

txdtdxتغيير متغير  =+=  دهيم و داريم   مي,2

.
6
2

62
1

66
1

2
1

62
1

2 CxtgarcCttgarc
t

dtI +
+

=+=
+

= ∫ 

 
II.  گيريم يتر زير را در نظر ميانتگرالي به شكل كل: 

2 2 .Ax BI dx
ax bx c

+
=

+ +∫ 

 :كنيم به نوعي مشتق مخرج كسر در صورت ظاهر شود سعي مي
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  انتگرال نا معین :٥فصل 
 

 ٢٠ 

.
( )

∫ ∫ ++







 −++

=
++

+
= dx

cbxax
a

AbBbax
a

A

dx
cbxax

BAxI 222
2

2
2 

 دهيم انتگرال طرف راست را به صورت حاصلجمع دو انتگرال نمايش مي

.∫ ∫ ++






 −+

++
+

=
cbxax

dx
a

AbBdx
cbxax

bax
a

AI 222 2
2

2
 

در اولين انتگرال تغيير متغير .  است كه قبلاً محاسبه گرديد1Iدومين انتگرال در تساوي بالا همان 
( )2 , 2ax bx c t ax b dx dt+ + = + = 

 آوريم  داده و بدست مي
( ) .lnln2 2

2 CcbxaxCt
t
dt

cbxax
dxbax

+++=+==
++

+
∫∫ 

 بالاخره خواهيم داشت 

.
2

ln
2 1

2
2 I

a
AbBcbxax

a
AI 






 −+++= 

 

  مطلوبست محاسبه انتگرال :٩مثال 

.
52

3
2 dx

xx
xI ∫ −−

+
= 

 بردن روش بالا داريم  با بكار .حل

( )
∫∫ −−







 ++−

=
−−

+
= dx

xx

x
dx

xx
xI

52

2
2
1322

2
1

52
3

22 

                    ( )
∫ ∫ −−

+
−−

−
=

52
4

52
22

2
1

22 xx
dx

xx
dxx 

                 
( )∫ +−

+−−=
61

452ln
2
1

2
2

x
dxxx 

( )
( )

.
16
16ln

6
1252ln

2
1 2 C

x
xxx +

−+
−−

+−−= 

 
III.  گيريم  انتگرال زير را در نظر مي: 

.∫ ++
=

cbxax
dxI

23 

]، ديديم Iهمانطور كه در  ]222 ktacbxax  گيريم؛ دو حالت در نظر مي. ++=±
222                                                   آنگاه a<0اولاً اگر  ktacbxax ±=++ 
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  انتگرال نا معین :٥فصل 
 

 ٢١ 

∫و  ± 22 kt
dt 0ثانياً اگر . ها آمده است ول انتگرال جد16در شماره<a آنگاه  

22222 tkatkacbxax −−=−±−=++ 
22توجه كنيد كه در ( tk و )  عبارت زير راديكال همواره منفي است و از بحث ما خارج است−−

∫ − 22 tk
dt ها آمده است نتگرال جدول ا15 در شماره . 

 
 
 

IV . گيريم انتگرالي به شكل زير را در نظر مي: 

∫ ++

+
= .

24 dx
cbxax

BAxI 

  انجام داديم؛ IIمشابه آنچه در 

( )
dx

cbxax
a

AbBbax
a

A

dx
cbxax

BAxI ∫∫ ++







 −++

=
++

+
=

224
2

2
2 

.∫∫ ++






 −+

++

+
=

cbxax
dx

a
AbBdx

cbxax
bax

a
A

22 2
2

2
 

)با استفاده از تغيير متغير  ) tcbxaxdtdxbax =++=+  در اولين انتگرال طرف راست 2,2
 آوريم  تساوي بالا بدست مي

( ) .22 2
2

CcbxaxC
t

dt
cbxax

dxbax
+++=+=

++

+
∫ ∫ 

 . استIIIدومين انتگرال طرف راست تساوي بالا همان 
 

  مطلوبست محاسبه انتگرال :١٠مثال 

.
2

(5 3)
4 10

x dxI
x x

+
=

+ +
∫ 

 داريم . حل

( ) ( )
2 2

5 2 4 3 105 3 2
4 10 4 10

xxI dx dx
x x x x

+ + −+
= =

+ + + +
∫ ∫ 

    
( )2 2

5 2 4 7
2 4 10 2 6

x dxdx
x x x

+
= −

+ + + +
∫ ∫ 
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  انتگرال نا معین :٥فصل 
 

 ٢٢ 

( )225 4 0 7 ln 2 2 6 .x x x x C= + + − + + + + + 

 

)انتگرال  (1) :تبصره )
2

nP x
dx

ax bx c+ +
) را، كه در آن ∫ )nP xاي از درجه   يك چند جمله

nسيمنوي براي حل اين انتگرال تساوي زير را مي. گيريم  است، در نظر مي 
( ) ( ) 2

12 2

n
n

P x dx dxQ x ax bx c k
ax bx c ax bx c

−= + + +
+ + + +

∫ ∫ 

)كه در آن  )xQn  xاگر از دو طرف اين تساوي نسبت به .  استn−1اي از درجه   يك چند جمله−1
cbxaxمشتق گرفته و حاصل را در    كنيم اتحاد ضرب2++

( ) ( )( ) ( )( ) kbaxxQcbxaxxQxP nnn +++++′= −− 2
2
1

1
2

1 
 در دو طرف تساوي فوق يك xبا مساوي قرار دادن ضرايب قواي متناظر . آوريم را بدست مي

)اي   معادله خطي براي يافتن ضرايب مجهول چند جملهn+1دستگاه از  )xQn  پيدا k و عامل −1
 .كنيم مي

 

انتگرال  (2)
( )∫ ++− cbxaxxx

dx
m 2

1

براي حل اين انتگرال تغيير متغير . گيريم  را در نظر مي

t
xx 1

1 =− 
 .رسيم ايم مي دهيم و به انتگرالي مشابه آنچه كه در اين قسمت ديده مي

 

 :هاي زير را حل كنيد  انتگرال.١١مثال 

( )
3

2

( 1)
2 2

x x dxI i
x x

− −
=

+ +
∫    

( )
( )ii

xxx
dxI ∫ ++−−

=
321 2

 

( )
( )∫ +++

+
= iiidx

xxx
xI

331
23

2
 ( )∫ +−= ivdxxxI 344 2. 

). حل )i در اينجا ( ) 13 −−= xxxPn . بنابراين( ) 2
1nQ x Ax Bx D− = + + . 

 :نويسيم انتگرال را به صورت زير مي

.( ) ∫∫ ++
+++++=

++

−−
=

22
22

22
1

2
22

2

3

xx
dxkxxDBxAxdx

xx
xxI 

 آوريم تساوي، بدست ميگيري از اين  با مشتق
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 ٢٣ 

( )
3

2

2

1 2 2 2
2 2

x xI Ax B x x
x x

− −′ = = + + +
+ +

 

.  ( )2

2 2

1
2 2 2 2

x kAx Bx D
x x x x

+
+ + + +

+ + + +
 

222طرفين تساوي بالا را در  ++ xx کرده و بدست می آوريم ضرب 
.( )( ) ( )( ) kxDBxAxxxBAxxx ++++++++=−− 12221 223 

 آنگاه داريم ، ار دهيم  در دو طرف تساوي فوق را مساوي هم قرxاگر ضرايب قواي متناظر از 
04,12 =+++=+ ABABAA 

.12,142 −=++−=+++ kDBBDAB 

                         آوريم  بدست مي با حل دستگاه
2
1,

6
1,

6
5,

3
1

==−== kDBA. 
 بنابراين 

∫ ++
+++






 +−=

222
122

6
1

6
5

3
1

2
22

xx
dxxxxxI 

 كه در آن 

.
( )

Cxxx
x

dx
xx

dxI +++++=
++

=
++

= ∫∫ 221ln
1122

2
221 

 

( )ii با قرار دادن 
t

x 11 11آوريم   بدست مي−=
+=

t
x و dt

t
dx 2

1−
  در نتيجه، .=

( )∫ ∫
+






 ++






 +−

−=
++−−

3112111321 2

2

2

ttt

t
dt

xxx
dx 

                               
2

2
2 1 2 4 11 2 3

dt dt
tt

t t t

= − = −
−− − − + + +

∫ ∫ 

                                     Ctt
t

dt
+−+−=

−

−
= ∫ 2

1ln
2
1

4
12

1 2

2

 

.
( )

2 22 2 31 1 1 1 1ln ln
2 1 1 4 2 2 1

x xC C
x x x

+ − + +− − = + − + = + − − − 
 

 
( )iii داريم  
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 ٢٤ 

.( )
( ) ( )2 2 2

3 1 1
3

1 3 3 3 3 1 3 3

x dx dxI dx
x x x x x x x x

+ −
= = −

+ + + + + + + +
∫ ∫ ∫ 

 است و در دومين انتگرال تغيير متغير 1Iاولين انتگرال طرف راست از نوع 
t

x  :دهيم  مي+=11

2
2

2

33ln 3 3
2 1 1 1( 1) 3( 1) 3

dt
tI x x x

t t t

= + + + + +
− + − +

∫ 

                         ∫ ++
+++++=

1
33

2
3ln3

2
2

tt
dtxxx 

                               2 23 13ln 3 3 ln 1
2 2

x x x t t t C= + + + + + + + + + + 

.C
x

xx
x

xxx +
+

++
+

+
+++++=

1
33

2
1

1
1ln33

2
3ln3

2
2 

 
( )ivكنيم  انتگرال را به صورت زير تبديل مي. 

.( ) ∫∫ +−
++−+=

+−

+−
=

344
344

344
344

2
2

2

2

xx
dxkxxBAxdx

xx
xxI 

 آوريم بيان نموديم بدست مي (1)با استفاده از روشي كه در تبصره بالا

( )
=

+−
++−






 −= ∫

212
344

4
1

2
1

2
2

x
dxxxxI 

.Cxxxxxx ++−+−++−





 −= 34412ln

2
1344

4
1

2
1 22 

 

 گيري از كسرهاي منطق    انتگرال٥.  ٥
توان به شكل يك كسر منطق نمايش داد، يعني، به صورت خارج قسمت دو  هر تابع منطق را مي

 :اي چند جمله

.
1

0 1 1
1

0 1 1

...( )
( ) ...

m m
m m

n n
n n

b x b x b x bQ x
f x a x a x a x a

−
−

−
−

+ + + +
=

+ + + +
 

ها داراي  اي كنيم كه اين چند جمله  فرض ميشود، للي وارد ميخبدون اين كه به كليت استدلال 
 .ريشه مشترك نباشند

ناميده و در غير اين صورت حقيقي اگر درجه صورت كمتر از درجه مخرج باشد، آنگاه كسر را 
اگر . گويند  ميغير حقيقيكسر را ) يعني، اگر درجه صورت بزرگتر يا مساوي با درجه مخرج باشد(
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 ٢٥ 

توان كسر را به صورت  م، آنگاه با تقسيم صورت بر مخرج مييك كسر غير حقيقي داشته باشي
 :اي و يك كسر حقيقي نمايش داد حاصلجمع يك چند جمله

.( )( ) ( )
( ) ( )

Q x F xM x
f x f x

= + 

)در اينجا  )M xاي و   يك چند جمله( )
( )

F x
f x

به عنوان مثال، كسر غير .  يك كسر حقيقي است

 حقيقي 

12
3

2

4

++
−
xx

x 

 : توان به صورت زير نوشت را مي

( )
12

6432
12

3
2

2
2

4

++
−

−+−=
++

−
xx

xxx
xx

x 

گيري از كسرهاي   اساسي در انتگرالمسئلهها كار آساني است،  اي گيري از چند جمله چون انتگرال
 .گردد گيري از كسرهاي منطق حقيقي بر مي منطق به انتگرال

 

 :  كسرهاي حقيقي منطق به شكل:تعريف

I .
ax

A
−

، 

II .
( )kax

A
−

) k است1 عددي طبيعي و بزرگتر از ( ، 

III .2

Ax B
x px q

+
+ +

هاي مخرج مختلط هستند، يعني،  ريشه (
2

0
4
p q− <( ، 

IV .
( )2 k

Ax B
x px q

+

+ +
) k هاي مخرج مختلط هستند  است، ريشه1 عددي طبيعي و بزرگتر از( 

,هاي   از نوعكسرهاي منطق جزئي ,III II I وIVشوند  ناميده مي. 
 

 از كسرهاي یتوان به صورت حاصلجمع در ادامه مطلب ثابت خواهد شد كه هر كسر منطق را مي
. پردازيم بنابراين در ابتدا به بررسي انتگرال كسرهاي منطق جزئي مي. منطق جزئي نوشت

IIIIIIگيري از كسرهاي منطق جزئي نوع  انتگرال ستند و لذا بدون هيچ  متضمن مشكلي ني,,
 :دهيم توضيحي اين كار را انجام مي

I .                                                                           .CaxAdx
ax

A
+−=

−∫ ln 

II .                                           
( )

( ) ( ) C
k
axAdxaxAdx

ax
A k

k
k +

+−
−

=−=
−∫ ∫

+−
−

1

1
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 ٢٦ 

                                                                  .( )( ) C
axk

A
k +

−−
= −11

 

III .                                            
( )

2 2

2
2 2
A Apx p B

Ax B dx dx
x px q x px q

 + + − +  =
+ + + +∫ ∫ 

                               2 2

2
2 2
A x p Ap dxdx B

x px q x px q
+  = + − + + + + ∫ ∫ 

  2
2 2

ln
2 2

2 4

A Ap dxx px q B
p px q

 = + + + −      + + −   
   

∫  

  .2

2 2

2 2ln
2 4 4
A B Ap x px px q arc tg C

q p q p
− +

= + + + +
− +

 

فرض كنيم انتگرالي از اين .  به محاسبات بيشتري نياز داردIVگيري از كسرهاي منطق نوع  انتگرال
 :نوع داشته باشيم

    .IV                                                                                 
( )2 k

Ax B dx
x px q

+

+ +
∫ 

 :دهيم هاي زير را انجام مي تبديل

( )

( )

( )22

2
2 2

k k

A Apx p B
Ax B dx dx

x px qx px q

 + + − +  =
+ ++ +

∫ ∫ 

.
( ) ( )2 2

2
2 2k k
A x p Ap dxdx B

x px q x px q
+  = + − 

 + + + +
∫ ∫ 

)اولين انتگرال را با استفاده از تغيير متغير  ) 22 ,x p dx dt x px q t+ = + +  :كنيم  حل مي=

( )
1

2

2
1

k
k

k k
x p dt tdx t dt C

t kx px q

− +
−+

= = = +
−+ +

∫ ∫ ∫ 

                     .
( )( )2 1

1
1 k C

k x px q −
= +

− + +
 

با قرار دادن ) دهيم  نمايش ميkI كه با(دومين انتگرال را 
2

2 , ,
4 2
p pq m dx dt x t− = = +  به =

 :نويسيم صورت زير مي
 

( ) ( )22 2 22

2 4

k k k k
dx dx dtI

x px q t mp px q

= = =
 + + +  + + −    
    

∫ ∫ ∫ 
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 ٢٧ 

هاي مخرج مختلط هستند، و بنابراين  فرض شده است كه ريشه(
2

0
4
pq − > .( 

 خواهيم داشت 

( )
( )
( )

2 2 2

22 2 2 2

1
k k k

t m tdtI dt
mt m t m

+ −
= =

+ +
∫ ∫ 

(1)           .( ) ( )
2

2 22 2 1 2 2

1 1
k k

dt t
m mt m t m−

= −
+ +∫ ∫ 

 : نويسيم در آخرين انتگرال تصرف نموده و مي

.
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

2 22

12 2 2 2 2 2 2 2

. 1 1 1
2 2 1k k k k

d t mt dt t t dt t td
kt m t m t m t m

−

 +  = = = −
 −+ + + + 

∫ ∫ ∫ ∫ 

 آوريم  گيري جزء به جزء بدست مي با انتگراي

.( ) ( ) ( ) ( ) 











+
−

+−
−=

+ ∫∫ −− 12212222

2 1
12

1
kkk mt

dt
mt

t
kmt

dtt 

  داريم (1)با قرار دادن اين عبارت 

( ) ( )∫ ∫ −
+

=
+

= 122222
1

kk
mt
dt

mmt
dtI 

              
( ) ( )1 12 2 2 2 2

1 1
2( 1) k k

t dt
m k t m t m

− −

 
 + −
 − + + 

∫ 

.  
( ) ( )1 122 2 2 2 2

2 3
2 ( 1)2 ( 1)

k k
t k dt

m km k t m t m
− −

−
= −

−− + +
∫ 

، اما با تواني يك واحد كمتر در مخرج تابع زير علامت kIدر طرف راست انتگرالي از همان نوع 
)انتگرال  )1−kبنابراين ما : ، را داريمkI 1 را بر حسب−kIاگر اين روش را ادامه دهيم .  بيان نموديم

 بالاخره به انتگرال آشناي 

∫ +=
+

= C
m
ttgarc

mmt
dtI 1

221 

 را بر IVال اند انتگر  هر كجا كه ظاهر شدهtوmپس از آن با قرار دادن مقادير متناظر با . رسيم مي
, و اعداد مفروض xحسب  , ,q p B Aآوريم  بدست مي. 

 

) مطلوبست محاسبه انتگرال  :١٢مثال  )∫ ++

−
= 22 32

1
xx

xI. 

  داريم .حل
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 ٢٨ 

( )
( ) ( )

( ) dx
xx

x
dx

xx
xI ∫∫ ++

−−++
=

++

−
= 2222 32

1122
2
1

32
1 

    ( ) ( )∫ ∫ ++
−

++

+
= 2222 32

2
32

22
2
1

xx
dxdx

xx
x 

        .( ) ( )∫ ++
−

++
−

= 222 32
2

32
1

2
1

xx
dx

xx
 

txدر آخرين انتگرال تغيير متغير     :دهيم  مي1+=

( ) ( ) ( )
( )

( )

2 2

2 2 2 222 2 2

21
22 3 2 21 2

t tdx dx dt dt
x x t tx

+ −
= = =

 + + + ++ + 
∫ ∫ ∫ ∫ 

                  ( )∫∫ +
−

+
= dt

t
t

t
dt

22

2

2 22
1

22
1 

.( )∫ +
−= 22

2

22
1

22
1

2
1

t
dttttgarc 

 :پردازيم به حل آخرين انتگرال مي

( ) ( )∫∫ +
=

+
2222

2

2
.

2 t
dttt

t
dtt 

( ) ( )2 22

1, .
2 22

u t du dt
t dtdv v

tt

= =
 
 = = −  ++ 

 

  بنابراين

( ) ∫∫ +
+

+
−=

+ 22
1

22
1

2
. 2222 t

dt
t

t
t

tdtt  

                                               .( ) 222
1

22 2
ttgarc

t
t

+
+

−= 

 در نتيجه 

( ) 2
1

22
1

32 22

+
=

++∫
xtgarc

xx
dx 

                                .( ) 






 +
+

++
+

−−
2
1

22
1

322
1

2
1

2
xtgarc

xx
x 

 آوريم  بالاخره بدست مي

.( ) ( ) Cxtgarc
xx

xdx
xx

x
+

+
−

++

+
−=

++

−
∫ 2

1
4
2

322
2

32
1

2222
 

 

PDF created with FinePrint pdfFactory Pro trial version http://www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


 ١حساب و دیفرانسیل و انتگرال
 دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین 

  انتگرال نا معین :٥فصل 
 

 ٢٩ 

  به حاصلجمع كسرهاي منطق جزئي تجزيه يك كسر منطق
توان به حاصلجمع كسرهاي منطق جزئي  دهيم كه هر كسر منطق حقيقي را مي اكنون نشان مي

)فرض كنيم كسر منطق . تجزيه نمود )
( )

F x
f x

ها اعداد  اي  را داشته باشيم كه در آن ضرايب چند جمله

 .ارندحقيقي بوده و صورت و مخرج كسر ريشه مشترك ند
 

ax فرض كنيم :٥قضيه   يعني   از مخرج كسر باشد،k يك ريشه حقيقي مكرر از مرتبه =

( ) ( ) ( )xfaxxf k
) كه در آن =−1 ) 01 ≠af . در اين صورت كسر حقيقي( )

( )
F x
f x

توان به   را مي

 :و كسر حقيقي به صورت زير نوشتصورت حاصلجمع د

(1)    
( ) ( )

1
1

1

( )( )
( ) ( )k k

F xF x A
f x x a x a f x−= +

− −
 

) ثابتي غير صفر بوده و Aكه در آن  )xF1اي است كه درجه آن كمتر از درجه   يك چند جمله
)مخرج  ) ( )xfax k

1
 .باشد  مي−−1

 نويسيم   زير را مي اتحاد.اثبات

(2)       
( ) ( )

1

1

( ) ( )( )
( ) ( )k k

F x A f xF x A
f x x a x a f x

−
= +

− −
 

اي   را چنان تعريف كرده باشيم كه چند جملهAو فرض كنيم ثابت )  درست استAكه براي هر (
( ) ( )xAfxF ax بر −1 براي انجام اين كار، لازم و كافي است كه معادله زير . پذير باشد ش بخ−
 :برقرار باشد

.( ) ( ) 01 =− afAaF 

)چون  ) ( ) 0,0, 1 ≠≠ afaFA به صورت منحصر به فرد با 
1

( )
( )

F aA
f a

 .گردد  تعريف مي=

  خواهيم داشت Aبراي اين مقدار 
( ) ( ) ( ) ( )xFaxxAfxF 11 −=− 

)كه در آن  )xF1اي  اي با درجه كمتر نسبت به چند جمله  يك چند جمله( ) ( )xfax k
1

1−− 
)با حذف عامل . باشد مي )ax  .آوريم  را بدست مي(1) تساوي (2) از صورت و مخرج −

 

 توان براي كسر منطق حقيقي   استدلال مشابهي را مي:نتيجه
( )

( ) ( )xfax
xF

k
1

1
1

−−
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 ٣٠ 

axبنابراين، اگر مخرج كسر داراي ريشه . بكار برد) ١(در معادله   باشد، kاز مرتبه  مكرر =
 توانيم بنويسيم  مي

 
( )
( ) ( ) ( )

( )
( )xf
xF

ax
A

ax
A

ax
A

xf
xF kk

kk
1

1
1

1 .... +
−

++
−

+
−

= −
− 

)آن كه در  )
( )xf
xFk

1

براي اين .  كسر حقيقي منطقي است كه صورت و مخرج آن ريشه مشترك ندارند

)ضيه بالا را بكار ببريم به شرط آنكه قتوانيم  كسر مي )xf1هاي حقيقي ديگري باشد  داراي ريشه. 
 

هاي مختلط  كنيم كه ريشه آوري ميياد. پردازيم هاي مختلط مخرج مي اكنون به بررسي حالت ريشه
وقتي يك چند . گردند اي با ضرايب حقيقي دو بدو به صورت مزدوج ظاهر مي يك چند جمله

هاي مختلط چند  از ريشه) مزدوج( به هر زوج ،كنيم هاي حقيقي تجزيه مي اي را به عامل جمله
2xاي عبارتي به شكل  جمله px q+ هاي مختلط با تكرار از مرتبه  ما اگر ريشها. گردد  متناظر مي+

µها با عبارت  باشند، آن( )2x px q
µ

+  . گردند  متناظر مي+
 

) اگر :٦قضيه  ) ( ) ( )2
1f x x px q x

µ
ϕ= + )اي  ، كه در آن چند جمله+ )x1ϕ بر 

2x px q+ )ه كسر حقيقي منطق  بخش پذير نيست، آنگا+ )
( )xf
xFتوان به صورت حاصلجمع   را مي

 :دو كسر حقيقي ديگر به صورت زير نمايش داد

(3)   ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

1
12 2

1

F x xMx N
f x x px q x px q x

µ µ

φ

ϕ
−

+
= +

+ + + +
 

)كه در آن  )x1φاي  اي است كه درجه آن كمتر از درجه چند جمله  يك چند جمله
( ) ( )12

1x px q x
µ

ϕ
−

+  . باشد مي +

 نويسيم   اتحاد زير را مي.اثبات

(4)   ( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

2 2 2
1 1

F x F x F x Mx N xMx N
f x x px q x x px q x px q x

µ µ µ

ϕ

ϕ ϕ

− ++
= = +

+ + + + + +
 

MNكه براي هر   را چنان تعريف كرده باشيم كه چند ,MNكنيم   برقرار است، فرض مي,
)اي  جمله ) ( ) ( )xNMxxF 1ϕ+− 2 برx px q+ براي اين كار، لازم و كافي . پذير باشد  بخش+

 است كه معادله 
( ) ( ) ( ) 01 =+− xNMxxF ϕ 

iαهاي  داراي ريشه β±2اي  ، يعني همان چند جملهx px q+  لذا، .  باشد+
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 ٣١ 

( ) ( ) ( )1 0F i M i N iα β α β ϕ α β+ − + + + =   
 يا 

.( ) ( )
( )1

F i
M i N

i
α β

α β
ϕ α β

+
+ + =

+
 

)اما  )
( )1

F i
i

α β
ϕ α β

+
+

Kتوان آن را به صورت   است كه ميی عدد مختلط مشخص iL+ نوشت، كه در 

 بنابراين،.  اعداد حقيقي معيني هستند,KLآن 
( )M i N K iLα β+ + = + 

 كه از آنجا 
LMKNM ==+ βα , 

 يا 

.
β

αβ
β

LKNLM −
== , 

)اي   چند جمله,MNبا اين مقادير براي ضرايب  ) ( ) ( )1F x Mx N xϕ− iα داراي ريشه + β+ 
iαاست، بنابراين مزدوج آن  β−اي  اما در اين صورت چند جمله. اي است  نيز ريشه اين چند جمله

)هاي  يمانده، بر تفاضلتوان، بدون باق را مي ) ( ),x i x iα β α β− − −  و بنابراين بر حاصلضرب +
2xها، كه  آن px q+ )خارج قسمت اين تقسيم را با . باشد، تقسيم نمود  مي+ )x1φ نشان داده و 

 آوريم بدست مي
.( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

1 1F x Mx N x x px q xϕ φ− + = + + 
2xاز صورت و مخرج  (4)در آخرين كسر  px q+ آوريم و   را بدست مي(3) را حذف كرده و +

)بديهي است كه درجه  )x1φبدين ترتيب قضيه ثابت شده است.  از درجه مخرج كمتر است 
 

)اكنون براي كسر حقيقي  )
( )xf
xFبريم و كليه   را بطور متوالي، بكار مي٦ و ٥ های يه نتايج قض

)هاي مخرج  كسرهاي منطق جز ئي متناظر به تمامي ريشه )xfبنابراين از . آوريم  را بدست مي
 گيريم كه اگر  آنچه گفته شد نتيجه مي

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2... ...f x x a x b x px q x lx s
µ υα β= − − + + + + 

)آنگاه كسر  )
( )xf
xFبه صورت زير نمايش دادتوان   را مي: 

(5)                                                    ( )
( ) ( ) ( )

11
1 ...

F x AAA
f x x ax a x a

α
α α

−
−= + + + +

−− −
 

.......................................................                                            
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 ٣٢ 

                                    
( ) ( ) bx

B
bx

B
bx

B
−

++
−

+
−

+ −
−

1
1

1 ... β
ββ 

( ) ( )
1 11 1

1 22 2
...

M x NM x NMx N
x px qx px q x px q

µ µ
µ µ

− −
−

+++
+ + + + +

+ ++ + + +
 

........................................................                                          

            .
( ) ( )

1 11 1
1 22 2

... P x QP x QPx Q
x lx sx lx s x lx s
υ υ

υ υ
− −

−

+++
+ + + +

+ ++ + + +
 

AABBضرايب  ,,...,,...,  :توان به روش زير پيدا نمود  را مي11
)در حقيقت يك اتحاد است، و به اين دليل با ضرب طرفين آن در (5) تساوي )xf به يك تساوي 
با مساوي هم قراردادن .  استxهائي در  اي هاي چپ و راست آن چند جمله رسيم كه طرف مي

 در دو طرف تساوي، دستگاهي از معادلات خطي براي ضرايب مجهول xضرايب قواي متناظر 
1 1..., , ,... ,B B A Aمعروف روش ضرايب نامعيناين روش پيدا كردن ضرايب به . آوريم  بدست مي 

 .است
 :توان از روش زير هم استفاده نمود علاوه بر روش ضرايب نامعين مي

 
هاي راست و چپ معادله بايستي پس از حذف  آمده در طرفهاي بدست  اي به دليل آنكه چند جمله

.  با هم مساوي استxها براي هر مقدار خاص از  ها به طور يكسان مساوي باشند، مقادير آن مخرج
)هاي  و از جمله ريشه(xبا فرض مقادير خاصي براي  )xf (هايي براي پيدا كردن ضرايب  همعادل

 .آوريم بدست مي
معي از كسرهاي جتوان به صورت حاصل كنيم كه هر كسر حقيقي منطق را مي بنابراين مشاهده مي

)اكنون هدف ما محاسبه انتگرال كسر منطق . منطق جزئي نمايش داد )
( )xf
xQ ؛ يعني، انتگرال 

( )
( ) dx
xf
xQ

∫ 

)اي   كسر داده شده غير حقيقي باشد، آن را به صورت حاصلجمع يك چند جملهاگر. است )xM و 

)كسر منطق حقيقي  )
( )xf
xFبه (5)توان، با استفاده از فرمول  كسر اخير را مي. دهيم  نشان مي ،

 . تصورت حاصلجمعي از كسرهاي منطق جزئي نوش
 

 منطق اي و كسرهاي  گيري از يك چند جمله گيري از يك كسر منطق به انتگرال بنابراين انتگرال
ها  هاي مخرج آن دانيم كه شكل كسرهاي منطق بوسيله ريشه مي. گردد جزئي متعدد تبديل مي

 .هاي زير توجه نماييد به مثال. گردد تعيين مي
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 ١حساب و دیفرانسیل و انتگرال
 دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین 

  انتگرال نا معین :٥فصل 
 

 ٣٣ 

 :ئيدهاي زير را محاسبه نما   انتگرال:١٣مثال 

( ) ( )
( )idx

xx
x

∫ −+
+

21
2

3

2

  ( )( ) ( )ii
xx

dxx
∫ −+ 112 

( ) ( )
( )iiidx

xxx
Bxxxx

∫ +++

++++

132
12114

22

234

. 

). حل )i مخرج كسر زير علامت انتگرال، يعني ( ) ( ) ( )21 3 −+= xxxf و 2 داراي ريشه ساده 
 :گردد بنابراين كسر به شكل زير تجزيه مي. دباش  مي−1ريشه مكرر مرتبه سوم 

.
( ) ( ) ( ) ( ) 211121

2 2
2

1
33

2

−
+

+
+

+
+

+
=

−+
+

x
B

x
A

x
A

x
A

xx
x 

 اگر طرفين تساوي بالا را در مخرج كسر طرف چپ ضرب كنيم، داريم 
(6)    ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 32

1 22 2 1 2 1 2 1x A x A x x A x x B x+ = − + + − + + − + + 
 يا 

.( ) ( ) ( ) ( )BAAAxBAAAxBAxBAx +−−−++−−++++=+ 2121
2

1
3

2
2 2223332 

3210با مساوي هم قراردادن ضرايب  ,,, xxxx) در دو طرف تساوي بالا دستگاه ) جمله ثابت
 :آوريم معادلات خطي زير را براي تعيين ضرايب بدست مي

2

1

1 2

1 2

0
1 3
0 3 3
2 2 2 2 .

A B
A B
A A A B

A A A B

= +
 = +
 = − − +
 = − − − +

 

 با حل اين دستگاه داريم 

.1 2
1 2 21 ; ; ;
3 9 9

A A A B= − = = − = 
 بنابراين 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )29
2

19
2

13
1

1
1

21
2

233

2

−
+

+
−

+
+

+
−=

−+
+

xxxxxx
x 

 و در نتيجه 

( ) ( ) ( ) ( ) ∫∫ ∫∫∫ −
+

+
−

+
+

+
−=

−+
+

29
2

19
2

13
1

121
2

233

2

x
dx

x
dx

x
dx

x
dxdx

xx
x 

( ) ( )2

1 1 1 2 2ln 1 ln 2
2 3 1 9 91

x x C
xx

= − − + + − +
++

 

.
( )2

2 1 2 2ln
9 16 1

x x C
xx

− −
= − + +

++
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 ١حساب و دیفرانسیل و انتگرال
 دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین 

  انتگرال نا معین :٥فصل 
 

 ٣٤ 

( )ii ،1 يکی مخرج كسر زير علامت انتگرال از حاصلضرب دو عامل تشكيل شده است−x و ديگري 
12عبارت  +xبنابراين تجزيه زير را داريم.  كه داراي ريشه حقيقي نيست: 

.( )( ) 1111 22 −
+

+
+

=
−+ x

C
x

BAx
xx

x 

 در نتيجه 
.( )( ) ( )11 2 ++−+= xCxBAxx 

1آوريم   و بدست ميx=1دهيم  قرار مي ,1 2
2

C C=  آوريم   بدست مي وx=0دهيم   قرار مي.=

0 B C= −   و لذا+
2
1

=B. 2 ضرايبx0آوريم   را مساوي هم قرار داده و بدست مي A C= ، كه +

از آنجا 
2
1−

=A . 
 

 بنابراين 

( )( ) ∫∫∫ −
+

+
−−

=
−+ 12

1
1
1

2
1

11 22 x
dxdx

x
x

xx
dxx   

         ∫∫∫ −
+

+
+

+
−=

12
1

12
1

12
1

22 x
dx

x
dx

x
dxx 

.Cxxtgarcx +−+++−= 1ln
2
1

2
11ln

4
1 2 

 
( )iii1و عامل تشكيل شده است، يكي  مخرج كسر زير علامت انتگرال از د+x كه ريشه حقيقي 

322اي  دهد و ديگري توان دوم سه جمله  را بدست ميx=−1ساده  ++ xx كه داراي ريشه 
 :بنابراين تجزيه زير را داريم. باشد حقيقي نمي

( ) ( ) ( ) ( ) 13232132
812114

22222

234

+
+

++
+

+
++

+
=

+++

++++
x
E

xx
DCx

xx
BAx

xxx
xxxx 

 كه از آنجا 
812114 234 ++++ xxxx 

.( )( ) ( )( )( ) ( )222 321321 ++++++++++= xxExxxDCxxBAx 
 هاي گفته شده براي يافتن ضرايب، خواهيم داشت  با تركيبي از روش

.1, 1 , 0, 0, 1A B C D E= = − = = = 
 آوريم  لذا بدست مي

( ) ( ) ( )∫ ∫∫ +
+

++

−
=

+++

++++
132

1
132

812114
2222

234

x
dxdx

xx
xdx

xxx
xxxx 
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  انتگرال نا معین :٥فصل 
 

 ٣٥ 

.( ) Cxxtgarc
xx

x
+++

+
−

++
+

−= 1ln
2
1

4
2

322
2

2 

 . به طور مستقيم محاسبه شده استدومين انتگرال.  است١٢اولين انتگرال طرف راست همان مثال 
 

 :هاي زير  مطلوبست محاسبه انتگرال:١٤مثال 

( )i
xx

dx
∫ − 25  ( )

3 2

2

3 5 7
2

x x x dx ii
x

+ + +
+∫ 

( )4 1
dx iii

x +∫          ( )( ) ( )iv
xx

dx
∫ ++ 41 22. 

). حل )iكنيم  مخرج كسر زير علامت انتگرال را تجزيه مي: 
.( ) ( )( )111 223225 ++−=−=− xxxxxxxx 

 بنابراين 

.( )( ) 1111
11

222225 ++
+

+
−

++=
++−

=
− xx

EDx
x
C

x
B

x
A

xxxxxx
 

25طرفين تساوي بالا را در  xx  :كنيم  ضرب مي−
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 21 1 1 1 1 1 1 .A x x x Bx x x x Cx x x Dx E x x= − + + + − + + + + + + + −

 
 . هستند0,1هاي حقيقي مخرج اعداد  ريشه

C31 داريم x=1براي  .A=−1، يعنيA−=1 داريم x=0براي  ، يعني =
3
1

=C.   
 :نويسيم تساوي بالا را مجدداً بصورت زير مي

.( ) ( ) ( )3 4 4 3 2 4 3 3 21 1A x B x x C x x x Dx Ex Dx Ex= − + − + + + + + − − 
432با مقايسه ضرايب  ,, xxxرسيم گاه زير ميدر دو طرف تساوي اخير به دست: 









=−
=−++

=++

0
0

0

EC
DECA

DCB
 

,0آوريم  كه از آن بدست مي
3
1,

3
1

=−== BDE. بنابراين داريم  

.( ) ( )13
1

13
111

2225 ++
−

−
−

+
−

=
− xx

x
xxxx

 

 در نتيجه 

∫∫ ∫∫ ++
−

−
−

+−=
−

dx
xx

x
x
dx

x
dx

xx
dx

1
1

3
1

13
1

2225 
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  انتگرال نا معین :٥فصل 
 

 ٣٦ 

                       ( )
∫ ++

−+
−−+= dx

xx
xx

x 1
312

6
11ln

3
11

2 

  ∫
+






 +

+++−−+=

4
3

2
12

11ln
6
11ln

3
11

2
2

x

dxxxx
x

 

         .( ) Cxtgarc
xx

x
x

+
+

+
++

−
+=

3
12

3
1

1
1ln

6
11

2

2

 

 
( )iiاي   چند جمله با استفاده از تقسيم.  تابع زير علامت انتگرال يك كسر منطق غير حقيقي است

 ها داريم 

.( )
2
133

2
753

22

23

+
+

++=
+

+++
x

xx
x

xxx 

 بنابراين داريم 

∫∫ 







+
+

++=
+

+++ dx
x

xxdx
x

xxx
2
133

2
753

22

23

 

2
2 2 2

3 1 1 3 23 3
2 2 2 2 2

x xdx dxx dx dx dx x x
x x x

+
= + + = + + +

+ + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ 

.( ) Cxtgarcxxx +++++=
22

12ln
2
33

2
1 22 

 
( )iii  به دليل آنكه( )( )12121 224 +−++=+ xxxxx، تجزيه كسر زير علامت انتگرال 

 : خواهد شد

 
( ) ( ) 2 22 2

1
2 1 2 12 1 2 1

Ax B Cx D
x x x xx x x x

+ +
= +

+ + − ++ + − +
 

 يا 
( )( ) ( )( )12121 22 +++++−+= xxDCxxxBAx 

 يا 
( ) ( ) ( ) ( )3 21 2 2 2 2A C x B D A C x A C B D x B D= + + + − + + + − + + + 

 آيد  و پس از محاسبات لازم بدست مي

.2 2 1, ,
4 4 2

A C B D−
= = = = 

 بنابراين 

.4 2 2

2 1 2 1
4 2 4 2

1 2 1 2 1

x xdx dx dx
x x x x x

−
+ +

= +
+ + + − +∫ ∫ ∫ 
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  انتگرال نا معین :٥فصل 
 

 ٣٧ 

 .كنيم هاي بالا بسادگي قابل حل هستند و به عنوان مثال اولين انتگرال را حل مي انتگرال
 

( )
2 2 2

2 1 1 22 22 2 24 2 2 2
4 42 1 2 1 2 1

x xxdx dx dx
x x x x x x

+ + ++
= =

+ + + + + +∫ ∫ ∫ 

          22

2 2 2 1
8 42 1 2 1

2 2

x dxdx
x x

x

+
= +

+ +  
+ + 

 

∫ ∫ 

 .Cxtgarcxx +







++++=

2
22

4
212ln

8
2 2 

 
( )ivمزدوج مختلط متفاوت است، هاي  مخرج كسر زير علامت انتگرال داراي دو زوج از ريشه 

 بنابراين 

( )( ) 2 22 2

1 ,
1 41 4

Ax B Dx E
x xx x

+ +
= +

+ ++ +
 

 بنابراين 
.( )( ) ( )( )141 22 +++++= xEDxxBAx 

هاي مختلط  در اينجا مناسب است كه روش مقادير خاص را براي يافتن ضرايب بكار بريم، زيرا ريشه
)مخرج  )2 ,x i x i= ± =  . بقدر كافي ساده هستند±

xبا قراردادن  i=آوريم   بدست مي 
133 =+ AiB 

,0كه از آنجا 
3
1

== AB. با قرار دادن ix  آوريم   بدست مي=2

163 =−− DiE 
,0كه از آنجا 

3
1

=−= DE. لذا  

( )( )∫ ∫ ∫ +
−

+
=

++ 43
1

13
1

41 2222 x
dx

x
dx

xx
dx 

                                    .Cxtgarcxtgarc +−=
26

1
3
1 

 

  انتگرال بعضي توابع اصم ٦.  ٥
)در ادامه اين فصل نماد  ),...,, γβαR در متغيرهاي ) تابع منطق( براي نمايش يك عبارت منطق

..., , ,γ β αرود و بدين معني است كه روي   بكار ميαβγ  . شود ل حسابي انجام ميتنها اعما... ،,,
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 ١حساب و دیفرانسیل و انتگرال
 دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین 

  انتگرال نا معین :٥فصل 
 

 ٣٨ 

توان با استفاده از تغيير متغيري مناسب به انتگرال  هاي توابع اصم را مي هاي معيني از انتگرال گونه
 .نامند  آن ميعمل گويا كردنيك چنين تبديلي از يك انتگرال را . توابع منطق تبديل نمود

I . انتگرال, ,...,
rm
snR x x x dx

 
 
 

 منطق از ی تابعRگيريم كه در آن   را در نظر مي∫

,..., يك مخرج مشترك كسرهاي kفرض كنيم . باشد متغيرهايش مي
s
r m

n
 تغيير متغير .  باشد

1,k kx t dx k t dt−= = 
آيد و   در ميt به شكل تواني صحيح از متغير xدر اين صورت هر توان كسري از متغير . دهيم مي

 .گردد  تبديل ميtبنابراين تابع زير علامت انتگرال به تابعي منطق در متغير 
 

II. انتگرالي به شكل 

, ,...,

m r
n sax b ax bR x dx

cx d cx d

 
   + +     + +     

∫ 

kaxاين انتگرال با تغيير متغير . ريمگي را در نظر مي b t
cx d

+
=

+
 يك مخرج مشترك k، كه در آن 

,...,كسرهاي 
s
r m

n
 به دليل آنكه از تغيير متغير ،گردد گرال يك تابع منطق تبديل مي است، به انت

 آوريم  بالا بدست مي

.( ) ( )
( ) k

k

k

kkkk

cta
bdtxdt

cta
bdtkctctadtkdx

−
−

=
−

−+−
=

−

,2

1

. 

) انتگرال بالا به صورت ، جايگذاري اين مقادير با )dttR∫آيد كه   در مي( )tR تابعي منطق از t 
 .است

 

 : هاي زير  مطلوبست محاسبه انتگرال:١٥مثال 

( ) ( )idx
xx

xxx
∫ +

++
3

63 2

1
   

( )

( )
( )iidx

x

x
∫

+−

−

132

2
132

3
1 

( )
( )∫ +

−
−

iiidx
x
x

x
3

2 2
2

2
2         

( ) ( )3 54
( )

1 2

dx iv
x x− +

∫. 

) .حل )i است، بنابراين تغيير متغير 6 عدد 6 و3 كوچكترين مضرب مشترك  

dttdxtx 56 6, == 
 دهيم و داريم  مي
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 ٣٩ 

( )
( )

( ) dt
t

ttdt
tt

ttttdx
xx

xxx
∫∫∫ +

++
=

+
++

=
+

++
2

35

26

546

3

63 2

1
16

1
6

1
 

             .
2 1

3 4 3 6
2

3 36 6 6 6
1 2 2

dtt dt t arc tg t C x arctgx C
t

= + = + + = + +
+∫ ∫ 

 
( )ii 6 تابع زير علامت انتگرال تابعي منطق از 32 −x632دهيم   است، بنابراين قرار مي tx =− ،

 كه از آنجا 

.( ) ( )
1 1

5 3 22 33 , 2 3 , 2 3dx t dt x t x t= − = − = 
 بنابراين 

( )
( )

( )∫ ∫∫∫ +
+−+−=

+
=

+−

−
= 1 2

246
2

8

3

2
1

1
313

1
3

132

32
t

dtdttttdt
t

tdx
x

xI 

           .
7 5 3

3 3 3 3 3
7 5 3
t t t t arc tg t C= − + − + + 

 آوريم  ، بدست ميxبا برگشتن به متغير 

.( ) ( ) ( ) ( ) ( ) CxtgarcxxxxI +







−+−−−+−−−=

7
6
1

6
1

2
1

6
5

6 623232
3
132

5
132

7
13 

 

( )iii تابع زير علامت انتگرال تابعي منطق از x 3 و عبارت

2
2

x
x

+
 تغير  است، بنابراين تغيير م−

 
33

2 2;
2 2

x xt t
x x

− −
= =

+ +
 

 دهيم كه از آنجا  مي

.
( )

3 3 2

23 3 3

2 2 4 12; 2 ;
1 1 1

t t tx x dx dt
t t t

− −
= − = =

+ + +
 

 بنابراين 

.( )
( ) C

tt
dtdt

tt
tttI +=−=

+

+
−= ∫∫ 23236

223

4
3

2
3

116
12.12 

 آوريم   بدست ميxبا برگشتن به متغير 

.C
x
xI +








−
+

= 3

2

2
2

4
3 

 
( )iv به دليل آنكه  
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 ٤٠ 

( ) ( ) ( )( )44 53

1
22121

−
+

+−=+−
x
xxxxx 

4 و xتابع زير علامت انتگرال تابعي منطق از 

1
2

−
+

x
x است، بنابراين تغيير متغير  

44
2 2,
1 1

x xt t
x x

+ +
= =

− −
 

 دهيم كه از آنجا  مي

( )
4 4 3

24 4 4 4

2 3 3 12, 1 , 2 , .
1 1 1 1

t t tx x x dx dt
t t t t

+
= − = + = =

− − − −
 

 بنابراين 

.
( ) ( )

( )( )
( ) ∫∫ ∫ +=−=

−

−−
−=

+−
= C

tt
dtdt

ttt
ttt

xx
dxI

3
4

3
4

13.3
1211

21
2244

344

4 53
 

 آوريم  ، بدست ميxبا برگشتن به متغير 

.C
x
xI +

+
−

= 4
2
1

3
4 

  تغيير متغيرهاي اويلر ٧.  ٥
 انتگرال 

(1)     ( ) ( )2, 0R x ax bx c dx a+ + ≠∫ 
توان به انتگرال تابعي منطق از يك متغير جديد،  انتگرالي از اين نوع را مي. گيريم را در نظر مي

 . نمودتبديلشود،  ر كه در زير بيان ميبوسيله تغيير متغيرهاي اويل
 

 دهيم رار ميق، آنگاه a<0 اگر .اولين تغيير متغير اويلر
.txacbxax +±=++2 

 در اين صورت . كنيم  را مثبت اختيار ميaبراي سهولت علامت مقابل 
222 2 txtaaxcbxax ++=++ 

 :آيد  بدست ميt به صورت تابعي منطق از xكه از آنجا 
2

2
t cx

b at
−

=
−

 

 بنابراين ). شود  بيان ميt نيز به صورت تابعي منطق از dx لذا،(

.
2

2

2
t cax bx c a x t a t

b at
−

+ + = + = +
−
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 ١حساب و دیفرانسیل و انتگرال
 دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین 

  انتگرال نا معین :٥فصل 
 

 ٤١ 

0c اگر .يلردومين تغيير متغير او  دهيم  ، آنگاه قرار مي<
2ax bx c ax c+ + = ± 

 كه از آنجا
2 2 2 2ax bx c x t xt c c+ + = + + 

 به عنوان تابعي xدر اين صورت ). كنيم براي سهولت علامت مقابل راديكال را مثبت اختيار مي(
 :آيد بدست مي tاز منطق 

.2
2

ta
btcx

−
−

= 

cbxax و dxبه دليل آنكه  شوند، با جايگذاري   بيان ميt نيز به صورت عباراتي منطق از 2++
xcbxaxdxمقادير  ,, 2 ) در انتگرال ++ )dxcbxaxxR∫ ال تبديل به ، اين انتگر,2++

 .شود  ميtانتگرال تابعي منطق از 
 

αβ فرض كنيم .سومين تغيير متغير اويلر cbxaxي ا هاي حقيقي سه جمله  ريشه, ++2 
 دهيم قرار مي. باشند

( )2 .ax bx c x tα+ + = − 
)به دليل آنكه  )2 ( )ax bx c a x xα β+ + = −   داريم ،−

( )( ) ( )txxxa αβα −=−− 
( )( ) ( ) 22 txxxa αβα −=−− 

( ) ( ) 2a x x tβ α− = − 
 :آوريم  بدست ميt را به صورت تابعي منطق از xكه از آنجا 

.2

2

ta
tax

−
−

=
αβ 

2axوdxچون   bx c+  هستند، انتگرال داده شده به انتگرال تابعي t نيز توابعي منطق از +
 .شود  تبديل ميtمنطق از 

 

 : هاي زير  مطلوبست محاسبه انتگرال:١٦مثال 

( )i
xx

dxI ∫ +++
=

221 2
  ( )ii

xxx
dxI ∫ +−+

=
12

 

( )iii
xx

dxI ∫ −+
=

432
. 

). حل )i 01 در اينجا >=aبريم ، بنابراين اولين تغيير متغير اويلر را بكار مي: 
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 ١حساب و دیفرانسیل و انتگرال
 دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین 

  انتگرال نا معین :٥فصل 
 

 ٤٢ 

.xtxx −=++ 222 
 آوريم  پس از مربع نمودن طرفين اين تساوي و حذف جملات مشابه، بدست مي

222 2 −=+ ttxx 
 كه از آنجا 

.
( ) ( ) ( )
2 2 2

2
2

2 2 2 4 4; ; 1 2 2
2 1 2 12 1
t t t t tx dx dt x x

t tt
− + + + +

= = + + + =
+ ++

 

 آوريم  اين مقادير را در انتگرال قرار داده و بدست مي

.( )( )
( ) ( )

( )
( )( )

2 2

2 22 2

2 1 2 2 2 2

1 1 24 4 2 1

t t t t t dt
I dt

tt t t

+ + + + +
= =

+ ++ + +
∫ ∫ 

 :نويسيم جمع كسرهاي منطق جزئي ميصلاكنون كسر منطق حقيقي بدست آمده را به صورت حا

.
( )( ) ( )22

2

22121
22

+
+

+
+

+
=

++
++

t
D

t
B

t
A

tt
tt 

1,0,2: با استفاده از روش ضرايب نامعين خواهيم داشت ==−= ABD .ابراين بن 

.
( )( ) ( )

C
t

t
t

dt
t
dtdt

tt
tt

+
+

++=
+

−
+

=
++
++

∫∫ ∫ 2
21ln

2
2

121
22

22

2

 

  قرار دهيم، خواهيم داشت x مقدار آن را بر حسب tو اگر بجاي 

.C
xxx

xxxI +
++++

+++++=
222

2221ln
2

2 

 
( )ii 1 چون در اينجا 0c =  : را بكار بريم متغير اويلر تغييرتوانيم دومين ، مي<

112 −=+− txxx 
 كه از آنجا 

( ) ( )2 2
2

2 12 1 1 ;
1

tt x t x x
t

−
− = − =

−
 

.
( )

2
2

22

12 , 1
11

t t tdx dt x x x
tt

− +
= − + − + =

−−
 

 : آوريم  ، انتگرالي از يك كسر منطق بدست ميIبا جايگذاري در 

.
( )( )∫∫ +−

−+−
=

+−+
dt

ttt
tt

xxx
dx

2

2

2 11
222

1
 

 اما 

                                       . 
( )( ) ( )

2

2 2

2 2 2
1 11 1 1

t t A B D E
t t tt t t t

− + −
= + + +

− +− + +
 

 شود كه  بنابر روش ضرايب نامعين ديده مي
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 ١حساب و دیفرانسیل و انتگرال
 دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین 

  انتگرال نا معین :٥فصل 
 

 ٤٣ 

.1 32 , , 3 ,
2 2

A B D E= = − = − = − 
 بنابراين 

( )
=

+
−

+
−

−
−= ∫∫∫∫ 12

3
1

3
12

12 2 t
dt

t
dt

t
dt

t
dtI 

                                 Ct
t

tt ++−
+

+−− 1ln
2
3

1
31ln

2
1ln2 

كه در آن 
2 1 1x xt

x
− + +

=. 
 

( )iii   چون( )( )14432 −+=−+ xxxxدهيم  سومين تغيير متغير اويلر را بكار برده و قرار مي: 
.( )( ) ( )4 1 4x x x t+ − = + 

 بنابراين 
( )( ) ( ) ( )2 2 24 1 4 , 1 4x x x t x x t+ − = + − = + 

 
 
 

( )
2

22 2

1 4 10,
1 1

t tx dx dt
t t

+
= =

− −
)   و               )( ) 22

2

1
54

1
4114

t
tt

t
txx

−
=








+

−
+

=−+. 

 توان نوشت  لذا مي
( )

( )∫ ∫∫ −
=

−
−

=
−+

= dt
ttt

dttt
xx

dxI 222

2

2 1
2

51
110

43
 

                        C

x
x
x
x

C
t
t

+

+
−

−

+
−

+
=+

−
+

=

4
11

4
11

ln
1
1ln 

                                  .C
xx
xx

+
−−+
−++

=
14
14ln 

 

 اي   انتگرال ديفرانسيل دوجمله٨.  ٥
)انتگرال  )pm nx a bx dx+∫ را كه در آن m ،n و pگيريم   نظر مي اعدادي منطق هستند در .
 : شود كه انتگرال تنها در سه حالت زير قابل حل است ثابت مي
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 ١حساب و دیفرانسیل و انتگرال
 دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین 

  انتگرال نا معین :٥فصل 
 

 ٤٤ 

0pدر اين صورت اگر .  يك عدد صحيح استp :حالت اول ) آنگاه < )pna bx+ همان دو 
0pاما اگر . حاسبه استاي نيوتن بوده و بنابراين انتگرال به سادگي قابل م جمله  آنگاه تغيير >

htxمتغير   .  استn و m يك مخرج مشترك كسرهاي منطق hدهيم كه در آن   مي=
 

: حالت دوم
n

m αtbxaدهيم  قرار مي. ست يك عدد صحيح ا+1 n  مخرج كسر α كه در آن +=
pاست  . 

1m :حالت سوم p
n
+

nnدهيم  قرار مي.  يك عدد صحيح است+ xtbxa α=+ كه در آن α 
 .  استpمخرج كسر 

 

 : هاي زير  مطلوبست محاسبة انتگرال:١٧مثال 

( )i 
( )10

4 1

dxI
x x

=
+

∫   ( )ii ( )
1

11 4 21I x x dx
−−= +∫ 

( )iii  
1

2 1 2
3 3. 1I x x dx

−  
= + 

 
∫ 

). حل )iمت انتگرال را به شكل  در اينجا تابع زير علا
10

4
1

2
1

1
−

−











+xxتوان نوشت، يعني   مي

10p = . اي ديفرانسيل را داريم لذا حالت اول انتگرال پذيري دو جمله.  عددي صحيح است−
4xبنابراين، اگر تغيير متغير  t= بدهيم آنگاه dttdx  : آيد  به شكل زير درمي و انتگرال=34

.
( ) ( )∫∫

+
=

+
= 10102

3

1
4

1
4

t
tdt

tt
dttI . 

 توانيم بنويسيم  براي حل آخرين انتگرال مي

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫∫∫
+

−
+

=
+

−+
=

+ 1091010 111
11

1 t
dt

t
dtdt

t
t

t
tdt  

( ) ( )
C

tt
+

+
+

+
−= 98 19

1
18

1 .            

 بنابراين 

( ) ( ) ( )10 8 9
4 4 4

1 4

1 2 1 9 1

dxI C
x x x x

= = − + +
+ + +

∫ . 
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 ١حساب و دیفرانسیل و انتگرال
 دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین 

  انتگرال نا معین :٥فصل 
 

 ٤٥ 

( )ii  1در اينجا
2

p =  يك كسر است، −
2
51

−=
+
n

m كسر است، اما نيز يک 
1 5 1 3

2 2
m p

n
+

+ = − − = . دهيم قرار مي. يعني در حالت سوم هستيم  عددي صحيح است،−
2441 txx  بنابراين . +=

( )4
1

2 1

1

−
=

t
x ; 

( )
5

2 22 1

tdtdx
t

= −
−

. 

 آوريم  ها در انتگرال بدست مي با جايگذاري اين عبارت

( )
( )

=
−










−
−−=

−

∫
4
5

2

2
1

2

2
4

11
2

1
1

1
2
1

t

tdt
t

ttI  

   ( ) Ctttdtt +−+−=−−= ∫ 2310
1

2
1 3522                 

  جايگذاري كنيم داريم x را برحسب tو اگر  

( ) ( ) Cx
x

x
x

x
x

I ++−+++−= 2
2

34
6

54
10 1

2
11

3
11

10
1 . 

 

( )iii در اينجا
3
2

−=m ، 
3
1

=n ، 1

3
1

1
3
2

1
=







 +−

=
+
n

m، يعني 
n

m لذا .  عددي صحيح است+1

 تغيير متغير . اي ديفرانسيل را داريم پذيري دو جمله حالت دوم انتگرال
2
31; 2

3
x dx tdt

−
=33

1

1 tx =+ 

 بنابراين خواهيم داشت . دهيم مي
3

1 2
2 3 36 2 2 1 .I t dt t C x C

 
= = + = + + 

 
∫  

 

 گرال توابع مثلثاتي  انت٩.  ٥
در اين . ايم پرداخته) مصمنطق و ا(از ابتداي فصل حاضر تا اينجا تنها به بررسي انتگرال توابع جبري 

 انتگرالي به شكل . پردازيم قسمت به مطالعة انتگرال توابع مثلثاتي مي
(1)     ( ),R sinx cosx dx∫ 

 دهيم كه اين انتگرال با تغيير متغير  نشان مي.گيريم  را در نظر مي

(2)      
2
xtg t= 
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 ١حساب و دیفرانسیل و انتگرال
 دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین 

  انتگرال نا معین :٥فصل 
 

 ٤٦ 

 را برحسب xcos و xsinتوابع . گردد  يك تابع منطق تبديل مي همواره به انتگرال
2
xtg و ، 

 : كنيم  بيان ميtبنابراين 

2
2 2 2

2sin 2sin 2 22 2 2 2 2sin
1 1sin 1

2 2 2

x x x x xcos cos tg tx x x x tcos tg
= = = =

++ +
 

2 2 2 2 2
2

2
2 2 2

sin 1 12 2 2 2 2
1 1sin 1

2 2 2

x x x x xcos sin cos tg tcosx x x x tcos tg

− − − −
= = = =

++ +
. 

 علاوه بر آن 

.21
2

t
dtdx

+
2x  و      = arctgt= 

چون يك تابع منطق از . شوند  بيان ميtسب ق برحنط به طور مdx و sinx ، cosxبه اين طريق، 
 ما انتگرالي (1)هاي بدست آمده در انتگرال  با جايگذاري عبارت توابع منطق خود تابع منطقي است،

 : آوريم  بدست مي از يك تابع منطق

.( )
2

2 2 2

2 1 2, ,
1 1 1

t t dtR sinx cosx dx R
t t t

 −
=  + + + 

∫ ∫ 

 

  :هاي زير ة انتگرال مطلوبست محاسب:١٨مثال 

( )i 
4 3 5

dx
sinx cosx+ +∫  ( )ii   

( ) ( )2 2 2 2

dx
a b a b cosx+ − −∫ 

( )iii   
( )2 2

dx
sinx cosx sinx+ −∫. 

) :حل )i با تغيير متغير 
2
xtg t= داريم  

2

2

2 2

2
1

2 14 3 5 4. 3. 5
1 1

dt
dx t

t tsinx cosx
t t

+=
−+ + + +

+ +

∫ ∫ 

      .
( )

C
tt

dt
tt

dt
+

+
−=

+
=

++
= ∫∫ 2

1
2882

2 22 

 آوريم   قرار داده و بدست ميx مقدار آن را برحسب tبجاي 

.1
4 3 5 2

2

dx Cxsinx cosx tg
= − +

+ + +
∫ 
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  انتگرال نا معین :٥فصل 
 

 ٤٧ 

( )ii با تغيير متغير 
2
xtg t= داريم  

( ) ( ) ( ) ( )
2

22 2 2 2
2 2 2 2

2

2
1

1.
1

dt
dx t

ta b a b cosx a b a b
t

+=
−+ − − + − −
+

∫ ∫ 

              2 2 2 2 2 2 2 2 22
( )(1 ) ( )(1 )

dt dt
a b t a b t a t b

= =
+ + − − − +∫ ∫ 

 

22
2

1 1 1 . .
2

dt at a xarctg C arctg tg C
a ab b ab bbt

a

 = = + = + 
  +  

 

∫  

 
( )iii با تغيير 

2
xtg t= داريم  

( )
( )

2
2

2 2

2 2 2

2
11

2 1 4 4 32
1 1 1

dt
t dttI

t t t t t t
t t t

++= =
 − − ++ − + + + 

∫ ∫ 

 
 : كنيم كسر زير علامت انتگرال را تجزيه مي

.( )( ) 1313
1 2

−
+

−
+=

−−
+

t
D

t
B

t
A

ttt
t 

شود كه  به سادگي ديده مي
3
1

=A، 
3
5

=B، 1−=D .  بنابراين 

=
−

−
−

+= ∫∫∫ 133
5

3
1

t
dt

t
dt

t
dtI 

                           =+−−−+= Cttt |1|ln|3|ln
3
5||ln

3
1 

                      .1 5ln ln 3 ln 1
3 2 2 2 2

x x xtg tg tg C= + − − − + 

 
 

)بع به شكل دهد كه از هر تا تغيير متغير بالا به ما اين امكان را مي )sin ,R x cosxانتگرال بگيريم  .
با وجود اين، در عمل . نامند  ميتغيير متغير مثلثاتي عموميبه اين دليل گاهي اوقات آن را يك 

بنابراين مناسب است كه تغيير . كند اي را ايجاد مي اين تغيير متغير توابع منطق بسيار پيچيده
 . رسند را بشناسيم كه اغلب خيلي سريعتر به جواب مي) ››ميعمو‹‹علاوه بر (متغيرهاي ديگري 
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  انتگرال نا معین :٥فصل 
 

 ٤٨ 

)اگر انتگرال به شكل (1) )sinR x cosxdx∫ باشد، تغيير متغير sinx t= ، cosxdx dt= اين 
∫انتگرال را به صورت  dttR  . آورد  درمي)(

 
) اگر انتگرال به شكل (2) )cos sinR x xdx∫ير متغير ي باشد، با تغcosx t=، sinxdx dt= − 

 . گردد به انتگرال يك تابع منطق تبديل مي
 

  بستگي داشته باشد، آنگاه تغيير متغير tgx اگر تابع زير علامت انتگرال فقط به (3)

2, ,
1

dttgx t x arctgt dx
t

= = =
+

 
 : كند اين انتگرال را به انتگرال يك تابع منطق تبديل مي

.( ) ( ) 21
dtR tgx dx R t

t
=

+∫ ∫ 
) اگر تابع زير علامت انتگرال به شكل (4) )sin ,R x cosx بوده، اما sinx و cos x تنها با 
tgxهاي زوج ظاهر شده باشند، آنگاه همان تغيير متغير  توان t=زيرا .  مي تواند به كار برده شود

2sin x 2 وcos xتوان به صورت زير نوشت  را مي : 
2

2 2

1 1
1 1

cos x
tg x t

= =
+ +

 
2 2

2
2 21 1

tg x tsin x
tg x t

= =
+ +

 

 

.21 t
dtdx
+

= 

 .آوريم بعد از جايگذاري انتگرالي از يك تابع منطق را بدست مي
 

 : هاي زير ل  مطلوبست محاسبة انتگرا:١٩مثال 
 

3sin ( )
2

x dx i
cosx+∫  

2 ( )
2 sin

dx ii
x−∫  

( )3sin sin
( )

2
x x

dx iii
cos x

+
∫  

. 2 2 ( )
sin 2sin .

dx iv
x x cosx cos x+ −∫  

).حل )i  اين انتگرال به صورت( )sin ,R x cosx dx∫در حقيقت. شود  نوشته مي : 
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 ١حساب و دیفرانسیل و انتگرال
 دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین 

  انتگرال نا معین :٥فصل 
 

 ٤٩ 

3 2 2sin sin .sin 1 sin
2 2 2

x x xdx cos xdx xdx
cosx cosx cosx

−
= =

+ + +∫ ∫ ∫ . 
cosxتغيير متغير  t=در اين صورت . دهيم  ميsin xdx dt=   و −

3 2 2sin 1 1 32
2 2 2 2

x t tdx dt dt t dt
cosx t t t

− −  = − = = − + + + + + ∫ ∫ ∫ ∫  

( )
2 2

2 3ln | 2 | 2 3ln 2
2 2
t cos xt t C cosx cosx C= − + + + = − + + + .   

 
( )ii  تغيير متغيرttgx  : دهيم  مي=

( )
2 22

2
2

1
2 sin 2 2 22 1

1

dx dt dt tarctg C
x tt t

t

= = = +
− + 

− + + 

∫ ∫ ∫  

1 .
2 2

tgxarctg C = + 
 

                           

 
( )iiiتوان به صورت زير نوشت  انتگرال را مي : 

( ) ( ) ( )3 2 2

2 2

sin sin 1 sin 2
.

2 2 1 2 1
x x x cos x

dx sinxdx sinxdx
cos x cos x cos x

+ + −
= =

− −∫ ∫ ∫  
cosxلذا تغيير متغير  t=دهيم و داريم   ميsin xdx dt= − ،  

( ) ( )( ) ( )3 2 2

2 2

sin sin 2 2
2 2 1 2 1

x x t dt t dt
dx

cos x t t
+ − − −

= =
− −∫ ∫ ∫  

∫∫∫ −
−=

−
−

=
122

3
2
1

12
42

2
1

22

2

t
dtdtdt

t
t                

 
2

3 3 2 1ln12 4 2 2 2 2 1
2

t dt t t C
tt

−
= − = − +

+−
∫     

 و در نتيجه ، 
( )3sin sin 1 3 2 1ln .

2 2 2 2 2 1

x x dx cosxcosx C
cos x cosx
+ −

= − +
+∫  

 
( )iv  با قراردادن . از توان زوج است تابع زير علامت انتگرال نسبت به سينوس و كسينوس

ttgx  آوريم   بدست مي=

2 2 2

1,
1 1 1

tgx tsinx cosx
tg x t t

= = =
+ + +

 

2;
1

dtx arctgt dx
t

= =
+

. 
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  انتگرال نا معین :٥فصل 
 

 ٥٠ 

 گيريم كه  از اين نتيجه مي

2 2sin 2sin .
dx

x x cosx cos x+ −∫  

∫∫ −+
=

+
−

++
+

+

+=
12

1
1

1
1.

1
2

1

1
2

2222

2

2

tt
dt

ttt
t

t
t

t
dt

    .  

 اما 

( ) ( )22 2

1 1 2ln
2 1 2 2 1 21 2

dt dt t C
t t tt

+ −
= = +

+ − + ++ −
∫ ∫ . 

 بنابراين داريم 

2 2

1 1 2ln
sin 2sin . 2 2 1 2

dx tgx C
x x cosx cos x tgx

+ −
= +

+ − + +∫ . 

)هاي به شكل  اكنون به بررسي يكي ديگر از انتگرال (5) )sin ,R x cosx dx∫پردازيم، يعني،   مي
m. كه تابع زير علامت انتگرال در آن به صورت یانتگرال nsin x cos x است كه در آن m و n اعداد 

 : گيريم در اينجا سه حالت را در نظر مي. صحيح هستند
 

( )a sinm nxcos xdx∫ كه در آن از ، m و nبراي سهولت فرض كنيم .  لااقل يكي فرد است
n12دهيم  ميقرار .  فرد باشد += pnكنيم  و انتگرال را به صورت زير تبديل مي: 
  

2 1 2sin sinm p m px cos xdx x cos x cosxdx+ =∫ ∫  

( )2sin 1 sin .
pm x x cosxdx= −∫                       

 : دهيم تغيير متغير مي
,sinx t cosxdx dt= =  
 آوريم  با قراردادن متغير جديد در انتگرال مفروض، بدست مي

( )21
pm n msin x cos xdx t t dt= −∫ ∫  

 .  استtكه انتگرال تابعي منطق از 
 

sin ( )m nx cos x dx b∫ كه در آن ،m و nدهيم  قرار مي.  اعداد صحيح نامنفي و زوج هستند
2m p= و qn  : شناسيم اي مثلثاتي زير را ميه فرمول . =2

   (3)    2 21 1 1 1sin 2 , 2
2 2 2 2

x cos x cos x cos x= − = + 
 آوريم  با قراردادن آنها در انتگرال بدست مي
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  انتگرال نا معین :٥فصل 
 

 ٥١ 

2 2 1 1 1 1sin 2 2 .
2 2 2 2

p q
p qxcos xdx cos x cos x dx   = − +   

   ∫ ∫  

 
2cosبا اين كار جملاتي شامل . كنيم پرانتزها را بتوان رسانيده و درهم ضرب مي x بدست 

)جملات با توان فرد مانند حالت .  فرد و زوج هستند هایآوريم كه داراي توان مي )aگيري   انتگرال
با ادامه اين روش بالاخره . كنيم هاي زوج را نصف مي  توان(3)مجدداً با استفاده از . شوند مي

cosجملاتي به شكل  kxdx∫گيري از آنها بسيار ساده است آوريم، كه انتگرال  را بدست مي. 
  

( )c ،آنگاه روش حالت قبل نتيجة   اگر هر دو توان زوج بوده و لااقل يكي از آها منفي باشد
ttgxدر اينجا، بايستي از تغيير متغير . مطلوب را بدست نميدهد  cotgxيا  (= t= (  استفاده

 . نمود
 

 : هاي زير  مطلوبست محاسبة انتگرال:٢٠مثال 
3

4

cos ( )xdx i
sin x∫  4sin ( )xdx ii∫ 

( )
2

6

sin x dx iii
cos x∫. 

). حل )i داريم                        

( )23 2

4 4 4

1 sin
sin sin sin

x cosxcos x cos x cosxdx dx dx
x x x

−
= =∫ ∫ ∫. 

sinxبا قراردادن  t= ، cosxdx dt=آوريم   بدست مي 
( )23

4 4 4 2 3

1 1 1 .
3

tcos x dt dtdx dt C
sin x t t t t t

−
= = − = − + +∫ ∫ ∫ ∫  

C
xx

++−=
sin

1
sin3

1
3 .                   

 
( )ii  داريم 

( ) ( )24 21 1sin 1 2 1 2 2 2
4 4

xdx cos x dx cos x cos x dx= − = − +∫ ∫ ∫  

( )1 1 1 3 sin 4sin 2 1 4 sin 2
4 2 4 2 8

xx x cos x dx x x C   = − + + = − + +      ∫ . 

 
( )iii  داريم 
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  انتگرال نا معین :٥فصل 
 

 ٥٢ 

( ) ( )
22 2 22 22 2

6 6

sin sinsin 1
cos

x x cos xxdx dx tg x tg x dx
x cos x

+
= = +∫ ∫ ∫ . 

ttgxدهيم  قرار مي x ، در اين صورت = arctgt= ، 21 t
dtdx
+

 آوريم   و بدست مي=

( ) ( )
2 3 522 2 2 2
6 2

sin 1 1
1 3 5

x dt t tdx t t t t dt C
cos x t

= + = + = + +
+∫ ∫ ∫  

Cxtgxtg
++=

53

53
.  

 
 

  انتگرالي به شكل :تبصره 
sinm nI x cos x dx= ∫ 

 اي   اعدادي منطق هستند قابل تبديل به انتگرال ديفرانسيل دو جملهnو  mكه در آن 

( )
1

2 21 ,
n

mI t t dt
−

= −∫  
 : بوده و بنابراين تنها در سه حالت زير امكان حل آن وجود دارد

(1)n فرد است )
2

1−n عددي صحيح است(،  

(2) m فرد است  )
2

1+mعددي صحيح است (، 

(3) nm ( زوج است +
2

1
2

1 −
+

+ nmعددي صحيح است (. 
tx باشد، تغيير متغير  عددي فردnاگر  =sinرود  بكار مي . 
cos عددي فرد باشد، تغيير متغير mاگر  x t=رود  بكار مي.  
nmاگر  ttgxتغيير متغير   عددي زوج باشد،+ tgxيا  (= =cot ( بريم را بكار مي . 

 هائي به شكل   براي انتگرالهابه ويژه ، اين نوع تغيير متغير
( cot ng xdx∫ ,( يا    ntg xdx∫  

 و mر اگ.  اعداد مثبت باشندm و nاما آخرين تغيير متغير نامناسب است هرگاه . مناسب هستند 
nرا با كمك  توانرسد كه مناسبتر است روش تقليل  اعداد نامنفي زوج باشند، آنگاه به نظر مي 

 : تبديلات مثلثاتي

( ) ( )2 21 11 2 , sin 1 cos 2
2 2

cos x cos x x x= + = −  

1sinيا  . sin 2
2

x cosx x=بكار بريم  . 
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  انتگرال نا معین :٥فصل 
 

 ٥٣ 

  :دهاي زير را محاسبه كني  انتگرال:٢١مثال 

  ( )
3 11sin

dx ii
xcosx∫ ( )i

x
xdx

∫ 3 2

3

cos

sin     

. ( )ivdx
x
x

∫ 3

4

sin
cos    ( )7tg xdx iii∫  

) .حل )i 3 در اينجا=mدهيم  قرار مي.  عددي فرد استsin ,cosxdx dt x t= −  و بدست =
 . آوريم مي

2 1 73
2 3 3 3

3 2

sin 3(1 ) 3
7cos

xI dx t t dt t t C
x

−

= = − − = − + +∫ ∫ 

23 13 cos 1
7

x cos x C = − + 
 

. 

( )ii  در اينجا هر دو توان
3
 و −11

3
1

4 اعدادي منفي بوده و حاصلجمع آنها −
3
1

3
11

−=−− 
 دهيم  عددي زوج است، بنابراين قرار مي

2;
cos

dxtgx t dt
x

= = . 
 پس

11 52
3 3

34 11 113

1dx tI dt t t dt
cos x tg x t

− − +
= = = + 

 
∫ ∫ ∫    

 
( )23 2

8 3
2 23

3 1 43 3
8 2 8 .

tg x
t t C C

tg x tg x

− − +
= − − + = − + .  

 
( )iii  با قراردادنttgx = ، x arctgt=،   21 t

dtdx
+

 آوريم  بدست مي=

7 7 5 3
2 21 1

dt tI tg xdx t t t t dt
t t

 = = = − + − + + ∫ ∫ ∫  

( ) Ctttt
++−+−= 2

246
1ln

2
1

246
              

. Cxxtgxtgxtg +++−= cosln
2
1

4
1

6
1 246 . 

 
( )iv  در اينجاxsinدهيم  قرار مي.  داراي تواني فرد است 

, sincosx t xdx dt= − =  
 . آوريم انتگرالي از يك تابع منطق بدست ميو 
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 ٥٤ 

.
( )

4 4

24 2

sin
sin 1

cos x x tI dx dt
x t

= = −
−

∫ ∫ . 

ر است كه از روش جزء به گيري كسرهاي منطق، بهت براي اين مساله، بجاي استفاده از روش انتگرال
 دهيم قرار مي. زء استفاده كنيم ج

( )
3

22
;

1

tdtu t dv
t

= =
−

 

 در اين صورت 

.
( )

2
2

13 ;
2 1

du t dt u
t

= =
−

. 

 بنابراين 

( ) ( ) dt
t

t
t

t
t

dtt
t

tI ∫∫ −
+−

+
−

−=
−

+
−

−= 2

2

2

3

2

2

2

3

1
11

2
3

1212
3

12
 

( ) =+
−
+

+−
−

−= C
t
tt

t
t

1
1ln

4
3

2
3

12 2

3
 

3

2

cos 3 3 1 cosln
2sin 2 4 1 cos

x xcosx C
x x

+
= − − + +

−
. 

 
 : پردازيم ر ميهاي زي  خاتمه به انتگرالرد (6)

cos cos , sin cos , sin sinmx nxdx mx nxdx mx nxdx∫ ∫ ∫ . 
)هاي زير محاسبه مي شوند  ها با استفاده از فرمول اين انتگرال )nm ≠ 

( ) ( )1cos cos cos cos
2

mx nx m n x m n x= + + −    

( ) ( )1sin sin sin
2

mx cosnx m n x m n x= + + −    

( ) ( )1sin sin cos
2

mx nx m n x cos m n x= − + + −   . 
 به عنوان مثال 

( ) ( )1cos cos cos cos
2

mx nxdx m n x m n x dx= + + −  ∫ ∫  
( )
( )

( )
( ) C

nm
xnm

nm
xnm

+
−
−

+
+
+

=
2

sin
2

sin .      

 . گردند دو انتگرال ديگر نيز به طريق مشابه محاسبه مي
 
  انتگرال بعضي توابع اصم با استفاده از تغيير متغير مثلثاتي ١٠.  ٥
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  انتگرال نا معین :٥فصل 
 

 ٥٥ 

 :گرديم  باز مي٧.  ٥ بار ديگر به انتگرال بخش 
)1(),( 2 dxcbxaxxR∫ ++  

 و a≠0كه در آن 
2

0
4
bc

a
−  است، ٦.  ٥ در بخش II انتگرال داراي شكل a=0در حالت  (≠

براي 
2

0
4
bc

a
−  ، داريم =

2
2

2
bax bx c a x
a

 + + = + 
 

 ، و با تابعي منطق سروكار داريم به شرط 

cbxax تابع a>0براي  . a<0آنكه  در اينجا )  تعريف نشده استx به ازاي هيچ مقدار 2++
 روشي را ارائه خواهيم داد كه اين انتگرال را به انتگرالي به شكل 

(2)          ( )sin ,cosR z z dz∫ 
 . وديمكند كه در بخش قبل آن را بررسي نم تبديل مي
 : كنيم اي زير راديكال را تبديل مي سه جمله









−+






 +=++

a
bc

a
bxacbxax

42

22
2 . 

tبا قراردادن 
a

bx =+
2

 ، dtdx  در اين صورت . دهيم  تغيير متغير مي=
2

2 2

4
bax bx c at c

a
 

+ + = + − 
 

. 

 : كنيم هاي ممكن را بررسي مي تمامي حالت
 

0 و a<0فرض كنيم  (1)
4

2
>−

a
bc 2 ، با نامگذاريma 2 و =

2

4
n

a
bc   داريم −=

2222 ntmcbxax +=++ . 

فرض كنيم  (2)
2

0, 0
4
bc a

a
− <   در اين صورت .<

2
2 2,

4
ba m c n

a
= − = −  

  ،لذا
2222 ntmcbxax −=++ . 

0 و a>0 فرض كنيم (3)
4

2
>−

a
bc. در اين صورت  

2
2 2,

4
ba m c n

a
= − − =  

 ،بنابراين
2 2 2 2ax bx c n m t+ + = − . 
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 ٥٦ 

 و a>0 فرض كنيم (4)
2

0
4
bc

a
− cbxax دراين حالت .>  به يك x به ازاي هر مقدار 2++

 . شود كه از بحث فعلي ما خارج است عدد مختلط تبديل مي
 : يابد هاي زير تقليل مي  به يكي از انتگرال(1)بدين طريق ، انتگرال 

(3 )a    dtntmtRI ),(. 222∫ + 
(3 )b    dtntmtRII ),(. 222∫ − 
(3 )c   dttmntRIII ∫ − ),(. 222 

3)بديهي است كه ، انتگرال  )aتقليل داد هرگاه تغيير متغير (2)توان به انتگرالي به شكل   را مي  

tgz
m
nt =  

 را بكار بريم، زيرا در اين صورت داريم 
2 2 2

2,
cos cos

n n dzm t n dt
z m z

+ = = . 
3)انتگرال  )bتقليل داد هرگاه تغيير متغير (2)توان به انتگرالي به شكل   را مي  

z
m
nt sec=  

ztgzdzرا بكار بريم، زيرا در اين صورت داريم 
m
ndt sec= و ntgzntm =− 222 .  

3)انتگرال  )c با تغيير متغير  

z
m
nt sin=  

zdzآيد، زيرا در اين صورت داريم   درمي(2)به شكل 
m
ndt cos= و zntmn cos222 =− . 

 

 : هاي زير  انتگرال  مطلوبست محاسبة:٢٢مثال 

( )
2

2

9 x dx i
x
−

∫  ( )iidxx∫ + 52 

( )iii
xx
dx

∫
− 923

  
( )

( )iv
xx

dx
∫

++
3225

. 

) .حل )i فرض كنيم θsin3=x.رت  در اين صوθθddx cos3= و  
2 2 29 9 9sin 3 cos 3cosx θ θ θ− = − = =  

 بنابراين 

( )
2

2
2 2

9 3cos 3cos cot
9sin

x dx d g d
x

θ θ θ θ θ
θ

−
= =∫ ∫ ∫  
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 ٥٧ 

( )2cot 1 1 cotg d g Cθ θ θ θ= + − = − − +∫ .                               
 با توجه به شكل زير داريم 

2 2

2

9 9 sin .
3

x x xdx arc C
x x
− −

= − − +∫  
 
 
 
 
 
 
 
 

  ٢ . ٥شکل 
( )ii  فرض كنيمθtgx 25 در اين صورت =5 secdx dθ θ= و  

θθθ sec5sec5555 222 ==+=+ tgx . 
 بنابراين 

∫∫∫ ==+ θθθθθ dddxx 322 sec5)sec5(sec55 . 
∫حال انتگرال  xdx3secنمائيم  فرض كنيم  را به روش جزء به جزء محاسبه مي . 

xdxdvxu 2sec,sec ==  
 پس 

 sec ,du xtgxdx v tgx= =                             

 لذا 
∫ ∫−= xdxxtgxtgxxdx 23 secsecsec  

   ( )dxxxxtgx ∫ −−= 1secsecsec 2                          
∫ ∫+−= xdxxdxxtgx secsecsec 3 .   

)          شود كه  به سادگي ديده مي(  sec ln secxdx x tgx C= + +∫ 
3secبا اضافه نمودن  xdx∫آوريم   دو طرف بدست مي به هر 

32 sec sec ln sec 2xdx xtgx x tgx C= + + +∫  
 و در نتيجه 

Ctgxxxtgxxdx +++=∫ secln
2
1sec

2
1sec3 . 

PDF created with FinePrint pdfFactory Pro trial version http://www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


 ١حساب و دیفرانسیل و انتگرال
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 ٥٨ 

 بنابراين 

Ctgtgdxx +++=+∫ θθθθ secln
2
5sec

2
552 . 

 با توجه به شكل زير داريم 

Cxxxxdxx ++
+

+
+

=+∫ 55
5ln

2
5

5
.

5
5.

2
55

22
2  

2 21 5 55 ln 5 ln 5
2 2 2

x x x x C= + + + + − +  
2 2

1
1 55 ln 5
2 2

x x x x C= + + + + + .            
 
 
 
 
  ٣ . ٥شکل 

( )iii  فرض كنيمθsec3=x،   3بنابراينsecdx tg dθ θ θ= و  
2 2 29 9sec 9 3 3x tg tgθ θ θ− = − = = . 

 لذا 
2

33 2

3sec 1 cos
27sec 3 279

dx tg d d
tgx x

θ θ θ θ θ
θ θ

= =
−

∫ ∫ ∫  

( )1 1 11 2 sin 2
54 27 2

cos d Cθ θ θ θ = + = + + 
 ∫  

( )1 sin .
54

cos Cθ θ θ= + +  

 با توجه به شكل زير داريم 
2

3 2

1 3 9 3cos .
549

dx xarc C
x x xx x

 −
= + +  −  

∫ . 
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 ٥٩ 

٤ .  ٥شکل    
( )iv  داريم ( )22 1425 ++=++ xxx.دهيم   قرار ميtx   و در اين صورت 1+=

( ) ( )∫∫
+

=
++

=
3232 425 t

dt

xx

dxI . 

tgzt  متغيرتغيير 2آوريم   داده و بدست مي=2

2dzdt
cos z

= ،  

z
ztgt

cos
2124 22   بنابراين  .+=+=

2 2 2

1 1 1 1 12cos sin .
4 4 4 41 4 5 21

4

t
tgz xI zdz z C C C C

tg z t x x
+

= = + = + = + = +
+ + +

+
∫
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